Numeričke simulacije stlačivih strujanja sa slobodnom površinom by Gradinščak, Tomislav
SVEUILITE U ZAGREBU





FAKULTET STROJARSTVA I BRODOGRADNJE
DIPLOMSKI RAD
Mentor:




Tomislav Gradin²£ak Diplomski rad
Izjavljujem da sam ovaj rad izradio samostalno koriste¢i ste£ena znanja tijekom
studija i navedenu literaturu.
Zahvaljujem se profesoru Jasaku na velikoj pomo¢i koju mi je pruºao i znanju
koje mi je prenio tijekom izrade diplomskog rada. Takoer se zahvaljujem profesoru
Baueru na materijalima koje je nesebi£no podijelio kako bi izrada bila mogu¢a.
elim zahvaliti Vuki Vuk£evi¢u na izuzetnoj strpljivosti i konstantnoj pomo¢i koju
je pruºao tijekom ovog razdoblja.
Tomislav Gradin²£ak
Fakultet strojarstva i brodogradnje i





2. Kompresibilno dvofazno strujanje 3
2.1. Modeliranje slobodnih povr²ina i granica izmeu ﬂuida . . . . . . . . 3
2.1.1. Povr²inske metode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.1.2. Volumne metode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.2. Pregled literature . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
3. Matemati£ki model 8
3.1. Osnovne jednadºbe mehanike ﬂuida . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
3.1.1. Rubni uvjeti Navier-Stokesovih jednadºbi . . . . . . . . . . . . 9
3.2. Osnovne jednadºbe vi²efaznog strujanja . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
3.3. Modiﬁcirane Navier-Stokesove jednadºbe . . . . . . . . . . . . . . . . 10
3.3.1. Jednadºbe o£uvanja: konzervativna forma . . . . . . . . . . . 11
3.3.2. Izentropska jednadºba stanja za plinsku fazu . . . . . . . . . . 12
3.3.3. Izotermalna jednadºba stanja za teku¢u fazu . . . . . . . . . . 12
3.3.4. Jednadºbe o£uvanja: nekonzervativna forma . . . . . . . . . . 12
4. Diskretizacija metodom kontrolnih volumena 15
4.1. Diskretizacija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
4.2. Diskretizacija standardne transportne jednadºbe . . . . . . . . . . . . 15
4.3. Pohrana i raspored varijabli . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
4.4. Interpolacija na stranicama . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
4.5. Gradijent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
4.6. Diskretizacija nestacionarnog £lana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
4.7. Diskretizacija konvekcijskog £lana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
4.8. Diskretizacija difuzijskog £lana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
4.9. Diskretizacija izvorskog £lana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
4.10. Rubni uvjeti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
4.10.1. Fizi£ki rubni uvjeti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
Fakultet strojarstva i brodogradnje i
Tomislav Gradin²£ak Diplomski rad
4.11. Vremenska diskretizacija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
4.12. Diskretizirani sustav linearnih jednadºbi . . . . . . . . . . . . . . . . 25
4.13. Svojstva diskretizacijskih shema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
4.13.1. Konzervativnost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
4.13.2. Ograni£enost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
4.13.3. Transportivnost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
4.14. Diskretizacija modiﬁciranih Navier-Stokesovih jednadºbi . . . . . . . 28
4.14.1. Jednadºba za brzinu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
4.14.2. Jednadºba za tlak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
4.14.3. Jednadºba za volumni udio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
4.14.4. Diskretizacija kompresijskog £lana u jednadºbi za
volumni udio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4.14.5. Sprega brzine i tlaka . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4.14.6. Kona£ni algoritam rje²avanja . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
5. Validacijski slu£ajevi 35
5.1. Dinamika sferi£nog mjehuri¢a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
5.1.1. Izvod Rayleigh-Plessetove jednadºbe . . . . . . . . . . . . . . 35
5.1.2. Podvodne eksplozije (UNDEX) . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
5.2. Duboka eksplozija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
5.3. Eksplozija ispod krute plo£e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
5.4. Eksplozija pod slobodnom povr²inom . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
6. Ubrizgavanje teku¢eg metala u zatvoreni kalup 69
7. Zaklju£ak 77
Bibliograﬁja 79
Fakultet strojarstva i brodogradnje ii
Tomislav Gradin²£ak Diplomski rad
Popis slika
2.1 Razli£ite metode pra¢enja granice [3]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
4.1 Raspored varijabli: a) u sredi²tima volumena b) u sredi²tima stranica
[2]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
4.2 Parametri u metodi kontrolnih volumena [2]. . . . . . . . . . . . . . . 18
4.3 Korekcija zbog neortogonalnosti. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
4.4 Parametri u metodi kontrolnih volumena za volumene s grani£ni stra-
nicama [2]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
4.5 a) £ista konvekcija; b) difuzija i konvekcija [8]. . . . . . . . . . . . . . 27
4.6 Dijagram toka PISO algoritma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
5.1 Shema sferi£nog mjehuri¢a u beskona£nom ﬂuidu [11]. . . . . . . . . . 36
5.2 Dio povr²ine sferi£nog mjehuri¢a [11]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
5.3 Shema podvodne eksplozije [5]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
5.4 Shema podvodne eksplozije blizu £vrste granice [14]. . . . . . . . . . . 41
5.5 Prikaz domene. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
a Granice domene. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
b Kut isje£ka. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
5.6 Prikaz mreºe. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
5.7 Promjena radijusa mjehuri¢a u vremenu. . . . . . . . . . . . . . . . . 46
5.8 Promjena radijusa mjehuri¢a u vremenu [5]. . . . . . . . . . . . . . . 46
5.9 Prikaz mjehuri¢a na: po£etku simulacije (lijevo) i pri maksimalnom
radijusu (desno). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
5.10 Prikaz mjehuri¢a na: kraju prvog ciklusa (lijevo) i po£etku drugog
ciklusa (desno). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
5.11 Promjena tlaka u sredi²tu mjehuri¢a. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
5.12 Promjena gusto¢e u sredi²tu mjehuri¢a. . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
5.13 Promjena brzine u sredi²tu mjehuri¢a. . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
5.14 Promjena mase plina u vremenu. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
5.15 Shema eksplozije ispod krute plo£e. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
5.16 Granice domene. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
5.17 Kruta plo£a. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
5.18 Mreºa u cijeloj domeni. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
5.19 Mreºa blizu krute plo£e. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
Fakultet strojarstva i brodogradnje iii
Tomislav Gradin²£ak Diplomski rad
5.20 Prikaz tlaka nakon: 0.1 ms (lijevo) i 0.2 ms (desno) . . . . . . . . . . 56
5.21 Prikaz tlaka nakon: 0.4 ms (lijevo) i 0.6 ms (desno) . . . . . . . . . . 56
5.22 Prikaz tlaka nakon: 0.8 ms (lijevo) i 1 ms (desno) . . . . . . . . . . . 56
5.23 Prikaz tlaka iz [16] nakon: 0.1 ms (lijevo) i 0.4 ms (desno) . . . . . . 57
5.24 Prikaz tlaka iz [16] nakon: 0.8 ms (lijevo) i 1 ms (desno) . . . . . . . 57
5.25 Volumni udio mjehuri¢a nakon: 1 ms (lijevo) i 4 ms (desno) . . . . . 58
5.26 Volumni udio mjehuri¢a nakon: 8 ms (lijevo) i 15 ms (desno) . . . . . 58
5.27 Volumni udio mjehuri¢a nakon: 18.5 ms (lijevo) i 20 ms (desno) . . . 58
5.28 Volumni udio mjehuri¢a iz [16] nakon: 1 ms (lijevo) i 8 ms (desno) . . 59
5.29 Volumni udio mjehuri¢a iz [16] nakon: 11 ms (lijevo) i 12 ms (desno) 59
5.30 Promjena tlaka u centru mjehuri¢a. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
5.31 Prikaz tlaka na plo£i. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
5.32 Promjena mase plina u vremenu. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
5.33 Prikaz domene. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
5.34 Mreºa u cijeloj domeni. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
5.35 Mreºa kod slobodne povr²ine. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
5.36 Prikaz mjehuri¢a i slobodne povr²ine nakon: 0 s (lijevo) i 0.5 s (desno) 65
5.37 Prikaz mjehuri¢a i slobodne povr²ine nakon: 0.75 s (lijevo) i 1 s (desno) 65
5.38 Prikaz mjehuri¢a i slobodne povr²ine nakon: 1.25 s (lijevo) i 1.5 s
(desno) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
5.39 Prikaz mjehuri¢a i slobodne povr²ine nakon: 1.75 s (lijevo) i 2 s (desno) 66
5.40 Promjena tlaka u pojedinim to£kama. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
5.41 Promjena mase plina u vremenu. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
6.1 Prikaz geometrije kalupa. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
a Izometrijski pogled. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
b Bo£ni pogled. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
6.2 Prikaz mreºe. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
6.3 Ubrizgavanje pri 0 s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
a Volumni udio pri 0 s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
b Volumni udio na presjeku pri 0 s. . . . . . . . . . . . . . . . . 71
6.4 Ubrizgavanje nakon 1 s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
a Volumni udio nakon 1 s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
b Volumni udio na presjeku nakon 1 s. . . . . . . . . . . . . . . 72
6.5 Ubrizgavanje nakon 2 s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
a Volumni udio nakon 2 s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
b Volumni udio na presjeku nakon 2 s. . . . . . . . . . . . . . . 72
6.6 Ubrizgavanje nakon 3 s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
Fakultet strojarstva i brodogradnje iv
Tomislav Gradin²£ak Diplomski rad
a Volumni udio nakon 3 s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
b Volumni udio na presjeku nakon 3 s. . . . . . . . . . . . . . . 73
6.7 Ubrizgavanje nakon 4 s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
a Volumni udio nakon 4 s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
b Volumni udio na presjeku nakon 4 s. . . . . . . . . . . . . . . 73
6.8 Mreºa u disku. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
a Mreºa na lijevoj strani diska. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
b Mreºa na desnoj strani diska. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
6.9 To£ka u kojoj su prikazani tlak i temperatura. . . . . . . . . . . . . . 74
6.10 Promjena tlaka u odreenoj to£ki. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
6.11 Promjena temperature u odreenoj to£ki. . . . . . . . . . . . . . . . . 75
6.12 Promjena mase zraka u vremenu. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
Fakultet strojarstva i brodogradnje v
Tomislav Gradin²£ak Diplomski rad
Popis tablica
5.1 Svojstva plina. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
5.2 Svojstva vode. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
5.3 Numeri£ke sheme diskretizacije. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
5.4 Parametri prora£una. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
5.5 Rubni uvjeti. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
5.6 Rubni uvjeti. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
5.7 Parametri prora£una. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
5.8 Rubni uvjeti. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
5.9 Parametri prora£una. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
6.1 Svojstva plina. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
6.2 Svojstva aluminija. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
6.3 Rubni uvjeti. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
Fakultet strojarstva i brodogradnje vi
Tomislav Gradin²£ak Diplomski rad
Popis oznaka
Latinska slova
Oznaka Mjerna jedinica Opis
u m/s vektor brzine
ur m/s vektor brzine za kompresiju prijelaznog sloja
u˜∗ m/s izvorski £lan u jednadºbi za brzinu
g m/s2 gravitacijsko ubrzanje
p Pa apsolutni tlak
p0 Pa referentni tlak
pd Pa dinami£ki tlak
pB Pa tlak unutar mjehuri¢a pare
pG0 Pa po£etni tlak u mjehuri¢u plina
t s vrijeme
V m3 volumen
x m vektor poloºaja
T K temperatura
TB K temperatura unutar mjehuri¢a pare
c m/s brzina zvuka
R J/kg K masena plinska konstanta
ac m
2/s2 adijabatska konstanta
Sφ - izvorski dio veli£ine φ
S m2 povr²ina
S m2 povr²inski vektor
d m vektor udaljenosti sredi²ta dvaju volumena
dn m vektor udaljenosti okomit na stranicu
fx - omjer duºina
F kg/s maseni protok
F rb kg/s maseni protok u prijelaznom sloju
n m vektor normale
n m jedini£ni vektor normale
k m neortogonalni dio povr²inskog vektora
SI - komponenta izvora veli£ine φ koja stoji uz nju
SE - komponenta izvora veli£ine φ koja stoji samostalno
Fakultet strojarstva i brodogradnje vii
Tomislav Gradin²£ak Diplomski rad
Oznaka Mjerna jedinica Opis
gB - gradijent u smjeru normale na stranicu na granici domene
Co - Courantov broj
a - koeﬁcijenti diskretizacije
[A] - rijetka kvadratna matrica s koeﬁcijentima
[R] - vektor izvora
[D] - koeﬁcijenti na dijagonali
[L] + [U ] - koeﬁcijenti izvan dijagonale
Pe - Pecletov broj
H kg/ms2 operator brzine
r m udaljenost od sredi²ta mjehuri¢a pare
R m radijus mjehuri¢a pare
S Pa povr²inska napetost
W ekv.g TNT− a masa eksploziva
V0 m
3 po£etni volumen mjehuri¢a plina
R0 m po£etni radijus mjehuri¢a plina
Rm m maksimalni radijus mjehuri¢a plina
mz kg masa plina
Gr£ka slova




µ Pas dinami£ka viskoznost
µeff Pas efektivna dinami£ka viskoznost
ν m2/s kinemati£ka viskoznost
α - volumni udio
δ - prijelazni sloj
δx m karakteristi£na duljina
σDC Pa devijatorski dio tenzora naprezanja
σ Pa povr²inska napetost
γ - omjer speciﬁ£nih toplina
ψ s2/m2 kompresibilnost vode
φ - op¢enita veli£ina
Γ - koeﬁcijent difuzije
γ - faktor stapanja
∆ m ortogonalni dio povr²inskog vektora
Fakultet strojarstva i brodogradnje viii
Tomislav Gradin²£ak Diplomski rad
Oznaka Mjerna jedinica Opis
λ kg/m s3 izvorski £lan u jednadºbi za tlak
θ ◦ kut isje£ka
Gornji i donji indeksi
Oznaka Opis
”k” oznaka za k-tu fazu
”P” oznaka za kontrolni volumen za koji ra£unamo
”N” oznaka za susjedni kontrolni volumen
”f” oznaka za veli£inu u sredi²tu stranice volumena
”⊥” oznaka za okomit smjer na stranicu
”n” vrijednosti u novom vremenskom trenutku
”o” vrijednosti u starom vremenskom trenutku
”oo” vrijednosti u pretpro²lom vremenskom trenutku
”∗” vrijednosti iz prethodne iteracije
”B” oznaka za veli£inu u sredi²tu stranice volumena na granici domene
”V ” svojstva pare
”L” svojstva teku¢ine
”∞” svojstva teku¢ine okolo mjehuri¢a pare/plina
Fakultet strojarstva i brodogradnje ix
Tomislav Gradin²£ak Diplomski rad
Saºetak
U ovom radu je prikazan novi numeri£ki pristup za rje²avanje kompresibilnih stru-
janja sa slobodnom povr²inom. Prikazan je izvod modiﬁciranih Navier-Stokesovih
jednadºbi koje su implementirane u programski paket OpenFOAM. Kao dopun-
ske jednadºbe kori²tene su izotermalna i izentropska jednadºba stanja za prora£un
svojstava pojedinih faza. Kori²ten je volumni udio kako bi se razlikovale pojedine
faze. Za pra¢enje slobodne povr²ine kori²tena je metoda VOF ("Volume of Fluid").
Takoer je prikazana diskretizacija jednadºbi matemati£kog modela metodom kon-
trolnih volumena. Kako bi se izra£unale primitivne varijable (volumni udio, brzina,
dinami£ki tlak) kori²ten je odvojeni (eng. "segregated") algoritam koji je baziran
na tlaku (eng. "pressure-based"). Odvojeni algoritam se naziva PIMPLE te je dan
detaljan pregled njegove implementacije u OpenFOAM-u.
Simulacije strujanja sa slobodnom povr²inom kod kojih se u obzir uzima kompre-
sibilnost jedne ili vi²e faza predstavljaju izazov za numeri£ko modeliranje. Podvodne
eksplozije zasigurno spadaju u tu kategoriju. U tim slu£ajevima omjer gusto¢a iz-
meu plinova nakon eksplozije i okolnog ﬂuida su tipi£no reda veli£ine O(103), a
omjeri tlakova mogu biti jednako toliko veliki. U svrhu testiranja robustnosti rje-
²ava£a u prisutnosti vrlo velikih diskontinuiteta u tlaku i gusto¢i bilo je potrebno
provesti validacijske prora£une i utvrditi njihove parametre. Ti prora£uni obuhva-
¢aju duboku eksploziju, eksploziju pod krutom plo£om i eksploziju pod slobodnom
povr²inom. Dobiveni rezultati su usporeeni s eksperimentima odnosno drugim nu-
meri£kim simulacijama. Kako bi se rje²ava£ dodatno provjerio odabran je slu£aj
ubrizgavanja teku¢eg metala u zatvoreni kalup te su rezultati usporeeni s literatu-
rom.
Klju£ne rije£i : metoda kontrolnih volumena, vi²efazni tok, podvodne eksplozije,
lijevanje metala
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Abstract
A new numerical approach for compressible ﬂow simulations with free surface
is presented in this thesis. Derivation of modiﬁed Navier-Stokes equations which is
implemented in software package OpenFOAM is carried out. Isentropic and isother-
mal equations of state are used as a supplementary equations to calculate properties
for each phase. A volume fraction is used to distinguish between the disparate pha-
ses. VOF method is used to capture free surface. Discretization of mathematical
model with ﬁnite volume method is shown. A pressure-based, segregated algorithm
is used to solve for primitive variables (volume fraction, velocity, dynamic pressure).
The segregated algorithm is called PIMPLE and overview of its implementation in
OpenFOAM is given.
Flow simulations with free surface in which the compressibility of one or more
phases needs to be considered presents a challenge for numerical modelling. Un-
derwater explosions surely belong in this category. In this cases, the density ratio
between explosion gases and surrounding liquid is typically O(103), and the pressure
ratio can be just as high. To test solver robustness in presence of large density and
pressure discontinuities validation cases had to be solved and simulation parameters
to be determined. Simulations in this work included deep underwater explosion,
explosion near a plate and explosion near a free surface. The results were compared
with experiments and other numerical simulations. One more example of compre-
ssible ﬂow with free surface was simulated:liquid metal casting in closed mould. The
results were compared with those found in literature.
Key words : ﬁnite volume method, multiphase ﬂow, underwater explosions, metal
casting
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1. Uvod
Mehanika ﬂuida je teorijsko eksperimentalna znanost. Teorijski pristup se temelji
na analiti£kom rje²avanju matemati£kih modela strujanja ﬂuida. Kada je analiti£ko
rje²enje odreeno, ono je pogodno za analizu utjecaja pojedinih parametara u ma-
temati£kom modelu. No, ve¢ina problema vezanih uz strujanje ﬂuida opisana je
nelinearnim parcijalnim diferencijalnim jednadºbama koje nemaju op¢e analiti£ko
rje²enje. Analiti£ko rje²enje Navier-Stokesovih jednadºbi mogu¢e je odrediti samo
za slu£aj laminarnog strujanja u ograni£enom broju slu£ajeva [1]. Turbulentna stru-
janja koja su stohasti£ke prirode ne mogu se opisati analiti£kim rje²enjima [1]. Iz
tih razloga se u pro²losti koristio uglavnom eksperimentalni pristup koji pak daje
ograni£eni broj informacija o nekoj veli£ini zbog mjerenja u kona£nom broju to£aka.
Oni takoer mogu biti vrlo skupi.
Kako bi se savladali gore navedeni problemi razvijene su numeri£ke metode. Na-
gli razvojem ra£unala u posljednjih 20 godina, nastali su uvjeti za njihovu implemen-
taciju. Numeri£ko rje²avanje sastoji se od tri koraka. Prvo se provodi diskretizacija
podru£ja prora£una. Podru£je prora£una se dijeli na odreeni broj kontrolnih vo-
lumena te se svakom volumenu dodaje jedan ili vi²e £vorova u kojima se ra£unaju
polja ﬁzikalnih veli£ina. Diskretizacijom prostora dobiva se prora£unska mreºa. Na
njoj je potrebno diskretizirati parcijalne diferencijalne jednadºbe uz zadane rubne
uvjete. Diskretizacija jednadºbi mogu¢e je provesti raznim metodama (metoda kon-
trolnih volumena, metoda kona£nih elemenata itd.) Nakon diskretizacije parcijalnih
diferencijalnih jednadºbi dobiva se sustva algebarskih jednadºbi na zadanoj prora-
£unskoj mreºi koje se rje²avaju uz pomo¢ linearnih rje²ava£a. Ukoliko je polazna
diferencijalna jednadºba linearna dobiva se sustav linearnih algebarskih jednadºbi.
U slu£aju nelinearnog sustava jednadºbi, on se rje²ava iterativnim postupkom koji
u sebi sadrºi rje²avanje sustava linearnih algebarskih jednadºbi [1].
U mnogim razli£itim industrijama, uklju£uju¢i procesnu, aeroindustriju, trans-
portnu itd., strujanje s dvije ili vi²e faza su uobi£ajena pojava te su £esto takva
strujanja pravilo prije nego iznimka [2]. Vi²efazna strujanja mogu se pojaviti i iz-
van industrije kao ²to su npr. podvodne ekplozije. U posebnu kategoriju spadaju
strujanja ﬂuida sa slobodnom povr²inom kod kojih treba u obzir uzeti kompresi-
bilnost jedne ili vi²e faza. Takva strujanja zahtijevaju posebnu paºnju. Takoer
postoje slu£ajevi gdje su vi²efazna strujanja nepoºeljna, ali su neizbjeºna. Stoga su
analiza i razumijevanje vi²efaznih tokova od velike vaºnosti ukoliko se ºeli osigurati
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optimalno i sigurno provoenje te kontrola raznih procesa.
u ovom radu opisano je numeri£ko modeliranje strujanja dva kompresibilna ﬂuida
sa slobodnom povr²inom. U poglavlju 2 su prikazani na£ini modeliranja slobodnih
povr²ina i granica izmeu ﬂuida te su predstavljeni radovi koji se bave problema-
tikom kompresibilnog vi²efaznog strujanja. U poglavlju 3 prikazan je op¢i sustav
Navier-Stokesovih jednadºbi koje opisuju strujanje ﬂuida. Zatim je prikazan mate-
mati£ki model koji je implementiran u rje²ava£ koji je kori²ten u ovom radu. Tim
matemati£kim modelom opisuje se strujanje vi²efaznih kompresibilnih ﬂuida. U
poglavlju 4 je prikazana diskretizacija pojedinih £lanova transportne jednadºbe me-
todom kontrolnih volumena. Prikazana je i diskretizacija £lanova koji se pojavljuju
u jednadºbama matemati£kog modela implemetiranog u ovom radu. Uz to je pri-
kazana i implementacija rubnih uvjeta u sustav diskretiziranih jednadºbi i sprega
jednadºbi brzine i tlaka. U poglavlju 5 izveden je matemati£ki model dinamike
sferi£nog mjehuri¢a uz teoriju koja opisuje podvodne eksplozije u razli£itim slu£a-
jevima. Nakon toga su prikazani rezultati validacijskih slu£ajeva. U poglavlju 6
opisan je slu£aj ubrizgavanja teku¢eg metala u kalup te su dani rezultati simulacija.
Na kraju rada opisani su zaklju£ci i rezultati istraºivanja.
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2. Kompresibilno dvofazno strujanje
U prethodnom poglavlju dan je uvod u numeri£ke metode u mehanici kontinu-
uma. U ovom poglavlju bit ¢e dan pregled metoda kojima se modeliraju granice
izmeu dva ﬂuida te je dan pregled radova koji se bave kompresibilnim vi²efaznim
strujanjem.
2.1. Modeliranje slobodnih povr²ina i granica iz-
meu ﬂuida
Postoje¢e metode modeliranja slobodnih povr²ina i granica izmeu ﬂuida mogu
se podijeliti u dvije grupe [3]:
1. Povr²inske metode
2. Volumne metode
Na slici 2.1 se nalazi shematski prikaz gore navedenih metoda. U prvoj metodi
granica je ozna£ena i pra¢ena eksplicitno posebnim markirnim £esticama ili vezanjem
za mreºu koja je prsiljena micati se s granicom. U drugoj metodi ﬂuidi su s obje
strane granice ozna£eni ili pomo¢u bezmasenih £estica ili pomo¢u volumnih udjela.
Slika 2.1: Razli£ite metode pra¢enja granice [3].
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2.1.1. Povr²inske metode
Kao ²to je prethodno napomenuto, u ovoj metodi granica dvaju ﬂuida je ozna£ena
posebnim markirnim £esticama lociranim na njoj. Izmeu tih to£aka, njena pozicija
je aproksimirana interpolacijom, naj£e²¢e polinomnom funkcijom sastavljenom od
vi²e dijelova.
Prednost ovog pristupa je ta da je pozicija granice poznata cijelo vrijeme te
ostaje o²tra dok se pomi£e kroz mreºu. Ovo olak²ava ra£unalno vrijeme potrebno
za prora£un zakrivljenosti ²to pak olak²ava implementaciju sile povr²inske napetosti
koja se javlja kod vi²efaznih strujanja.
Postoji nekoliko na£ina ozna£avanja granice od kojih ¢e neki biti obja²njeni u
narednom tekstu.
• estice na granici dvaju ﬂuida: u [4] je predstavljena metoda za eks-
plicitno pra¢enje na ﬁksnoj mreºi ozna£avaju¢i granicu sa nizom povezanih
bezmasenih markirnih £estica. Lokalne brzine su iskori²tene za konvekciju
£estica.
• Visinske funkcije: u [5] su pro²irili ideju markirnih £estica povezuju¢i to£ke
na granici s to£kama na referentnoj ravnini. Lokacija granice je tada odreena
visinom ili udaljeno²¢u od referentne ravnine. Za strukture sa zatvorenom
granicom kao ²to su kapljice ili mjehuri¢i, mogu¢e je deﬁnirati jednu referentnu
to£ku unutar tog objekta. U tom je slu£aju radijus, koji stoji pod razli£itim
kutevima, funkcija udaljenosti.
• "Level set" metoda: kontinuirana funkcija, poznata kao "level set" funkcija
( [6]), se ra£una na podru£ju cijele ra£unalne domene. Vrijednost funkcije u
svakoj to£ki je odreena kao najkra¢a udaljenost izmeu te to£ke i granice
dvaju ﬂuida. Granica se nalazi tamo gdje je vrijednost "level set" funkcije
nula. Kako bi se ﬂuidi razlikovali na obje strane granice, funkciji udaljenosti
jednom od ﬂuida je dodan negativni predznak. Jedan od bitnih problema koji
se javljaju u ovoj metodi je mogu¢nost presjecanja konrolnog volumena grani-
com dvaju ﬂuida. Takvi, djelomi£no popunjeni volumeni zahtijevaju poseban
pristup.
• Metoda vezanja uz mreºu: posljednjih godina razvijeno je nekoliko tehnika
vezanja granice na mreºu ( [7], [8]). Ova metoda je implemetirana uglavnom
zbog tri razloga: smanjenje ra£unalne memorije potrebne za pohranu mar-
kirnih £estica, osiguranje o²tre granice i izbjegavanje djelomi£no popunjenih
kontrolnih volumena.
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2.1.2. Volumne metode
Volumne metode ozna£uju ﬂuide na obje strane granice. To je ujedno uzrok
glavnog nedostatka ovih metoda budu¢i da se to£na pozicija granice ne moºe znati
eksplicitno. Stoga su potrebne posebne tehnike hvatanja granice koje su dio algo-
ritma rje²avanja.
• estice u ﬂuidu: u metodi markera i kontrolnih volumena (eng. "Marker
and Cell" - MAC)( [9]), bezmasene markirne £estice su rasprostranjene po vo-
lumenu koji obuhva¢a ﬂuid sa slobodnom povr²inom. Kontrolni volumen bez
markirnih £estica smatra se praznim. Kontrolni volumen s markirnim £esti-
cama, koji grani£i s praznim volumenom, sadrºi segment granice. Svi ostali
kontrolni volumeni s markirnim £esticama smatraju se ispunjenima ﬂuidom.
• Volumni udjeli: skalarna indikatorska funkcija vrijednosti izmeu 0 i 1, poz-
nata kao volumni udio, kori²tena ja za razlikovanje dva razli£ita ﬂuida. Vrijed-
nost 0 ukazuje na postojanje jednog ﬂuida, a vrijednost 1 ukazuje na postojanje
drugog ﬂuida. Ukoliko se vrijednost volumnog udjela kre¢e izmeu tih granica
, to nam ukazuje na prisutnost granice dvaju ﬂuida dok je sama vrijednost po-
kazatelj relativnog odnosa volumnih udjela u kontrolnom volumenu. Unutar
ove metode razvijeno je nekoliko tehnika od kojih su neke:
 Linijske tehnike: poznata SLIC metoda (eng. Simple Line Interface
Calculation) ( [10]) spada u ove tehnike i razvijena je radi rje²avanja
vi²efaznih strujanja. Distribucija ﬂuida u kontrolnom volumenu, koji
sadrºi dio granice, je dobivena koriste¢i distribuciju volumnih udjela u
susjednim kontrolnim volumenima. Originalna SLIC metoda aproksimira
granicu u svakom kontrolnom volumenu kao liniju paralelnu s jednom
od koordinatnih osi te pretpostavlja druga£iji raspored ﬂuida u istom
kontrolnom volumenu u horizontalnom odnosno vertikalnom smjeru.
 Davatelj-primatelj shema: osnovna ideja ove formulacije je ta da se
koriste vrijednosti volumnog udjela na stranicama nizvodnog kontrolnog
volumena (primatelj) kako bi se odredio protok te veli£ine kroz taj kon-
trolni volumen. Problem vezan uz kori²tenje nizvodnih vrijednosti je
taj da vrijednosti volumnih udjela mogu postati neﬁzikalne i neograni-
£ene, odnosno vrijednosti mogu prije¢i granice 0 i 1. U [11] su pobolj-
²ali davatelj-primatelj formulaciju sa VOF metodom (eng. Volume of
Fluid) koja u prora£un uklju£uje mogu¢nost kontinuiranog prijelaza iz-
meu dvaju ﬂuida ²to prije nije bio slu£aj. VOF je vjerojatno najra²ire-
nija metoda te se mogu prona¢i mnogi primjeri u kojima se koristi.
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2.2. Pregled literature
Simulacije vi²efaznih tokova mogu se temeljiti na rje²avanju dvofaznog sustava
²to zna£i da se rje²ava i za plin i za teku¢inu (kompresibilnu ili nekompresibilnu).
Takoer se mogu temeljiti na rje²avanju jednofaznog sustava. Npr., rje²ava se samo
za teku¢inu (kompresibilnu ili nekompresibilnu) dok se svojstva plina ra£unaju ana-
liti£ki. Simulacije s kompresibilno(plin)-kompresibilno(voda) i kompresibilno(plin)-
nekompresibilno(voda) modelom mogu se na¢i u [12]. Kompresibilno (plin)- kom-
presibilno(voda) model takoer su koristili [13], [14] i [15]. Metode za rje²avanje
vi²efaznih strujanja u kojima se teku¢ina tretira kao kompresibilna obi£no se formu-
liraju kao eksplicitne ²to je slu£aj u prethodno navedenim referencama. Vremenski
korak kod eksplicitnih metoda ograni£en je kako brzinom samog ﬂuida tako i brzi-
nom zvuka u njemu. Suprotno tome, vremenski korak kod polu-implicitnih metoda
nije ograni£en brzinom zvuka. Polu-implicitne metode za tretiranje ﬂuida kao kom-
presibilnog razvijene su u [16], [17], [18] te [19]. U kontekstu vi²efaznih tokova, vrlo
je malo pridodano paºnje polu-implicitnom pristupu, [20].
U kontekstu vi²efaznih kompresibilnih strujanja razvijeno je mnogo matemati£-
kih modela. Model sa sedam jednadºbi sa dvije brzine i dva tlaka moºe se na¢i
u [21]; model s pet jednadºbi predloºen je u [22] te je poznat kao reducirani model;
sli£an model s pet jednadºbi izveden je iz modela sa sedam jednadºbi u [23] te su
jo² dva reducirana modela prikazana u [24].
Provedeno je mnogo numeri£kih simulacija koje se bave interakcijom tla£nih va-
lova i mjehuri¢a. Npr. numeri£ka metoda bazirana na uzvodnoj shemi predstavljena
je u [25]. Interakcija izmeu tla£nog vala pri razli£itim Machovim brzinama i mjehu-
ri¢a u obliku cilindra simulirana je u [26]. Eﬁkasna metoda za simulaciju i pra¢enja
granice izmeu dva kompresibilna ﬂuida moºe se na¢i u [27]. U [28] je predstavljena
nova metoda, temeljena na metodi kontrolnih volumena, s mogu¢no²¢u pra¢enja gra-
nice za simulaciju vi²efaznih kompresibilnih strujanja s visokim omjerima gusto¢a i
snaºnim tla£nim valovima.
Takoer je mnogo numeri£kih simulacija provedeno u kontekstu podvodnih eks-
plozija. U [29] su istraºivali rje²enja za mjehuri¢e nakon podvodnih eksplozija koris-
te¢i vi²e jednodimenzionalnih modela, uklju£uju¢i kompresibilne i nekompresibilne
modele. Model koji je bio najdetaljnije ispitivan bio je neviskozni model za ispitiva-
nje strujanja ﬂuida unutar plinskog mjehuri¢a. Kori²ten je "Arbitrary Lagrangian-
Eulerian" (ALE) okvir i Godunov metoda. U [30] je kori²ten program DYNA2D
koji se temelji na metodi kona£nih elemenata za prou£avanje tla£nih valova i tla-
kova generiranih podvodnim eksplozijama.
U [31] su pomo¢u MSC/DYTRAN, koji koristi metodu kona£nih elemenata,
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simulirane duboke podvodne eksplozije u svrhu istraºivanja pona²anja plinskih mje-
huri¢a. U [32] su prou£avane podvodne eksplozije s "Boundary Element Method"
(BEM) ²to je dalo rezultate koji se dobro slaºu s rje²enjima Rayleigh-Plesset jed-
nadºbe kao i s rezultatima iz Swift i Decius.
U [33] su ra£unalno prou£avali interakcije mjehuri¢a. Kako bi izra£unali svojstva
plina i vode, koristili su izentropsku odnosno izotermalnu jednadºbu stanja. Za
prora£un brzine, gusto¢e, tlaka i faznih masa kori²tena je metoda kona£nih razlika
te je implementirana metoda za pra¢enje slobodne povr²ine. U [34] su iskoristili
neke aspekte potencijalne teorije za prora£un potencijala brzine ²to je pak kori²teno
za prora£un oblika i pozicije mjehuri¢a. To su nadopunili sa BEM metodom te
elasti£nom, pomi£nom mreºom.
U [35] su predstavili metodu za pra¢enje slobodne povr²ine nakon podvodnih
eksplozija koja koristi strategiju prilagodljivog proﬁnjenja mreºe. Njihov pristup je
jedinstven u smislu da se ne koristi model dvofaznog ﬂuida. Plinska faza je pred-
stavljena analiti£ki unutar pra¢ene granice te se koristi Jones-Wilkins-Lee (JWL)
jednadºba stanja za prora£un svojstava unutar mjehuri¢a. Oni su ispitivali i duboke
podvodne eksplozije i eksplozije u blizini £vrstih granica. U [36] su prou£avali feno-
men kolapsa mjehuri¢a ispod ravne plo£e koriste¢i dvofaznu CFD metodu. U [37]
su prou£avali viskozne efekte prisutne u oscilaciji mjehuri¢a blizu nepropusnog zida.
Simulacije su provedene kao osnosimetri£ne uz RANS model turbulencije metodom
kontrolnih volumena. Za pra¢enje slobodne povr²ine kori²tene su markirne £estice i
krivulja tre¢eg reda. Simulacije podvodnih implozija (suprotan fenomen podvodne
eksplozije, ali uz vrlo sli£nu ﬁziku) mogu se na¢i u [38]. Koristili su dvofaznu metodu
nepostoje¢eg ﬂuida s to£nim Riemannovim rje²enjima. Ta pribliºno konzervativna
metoda dala je dobre rezultate koji se slaºu s eksperimentalnim podacima.
U ovom poglavlju dan je pregled radova koji se ti£u vi²efaznih kompresibilnih
strujanja. U slijede¢em poglavlju biti ¢e prikazane osnovne jednadºbe mehanike
kontinuuma odnosno vi²efaznog strujanja. Uz to ¢e biti opisan matemati£ki model
kori²ten u ovom radu.
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3. Matemati£ki model
U prethodnom poglavlju dan je pregled radova koji se bave vi²efaznim kompre-
sibilnim strujanjem. U ovom poglavlju bit ¢e dane osnovne jednadºbe mehanike
kontinuuma i vi²efaznog strujanja. Takoer ¢e bit prikazan matemati£ki model im-
plementiran u ovom radu.
3.1. Osnovne jednadºbe mehanike ﬂuida
Gibanje ﬂuida opisano je parcijalnim diferencijalnim jednadºbama. Osnovne jed-
nadºbe kompresibilnog, jednofaznog, viskoznog strujanja su jednadºba kontinuitea
(3.1) i Navier-Stokesove jednadºbe (3.2):
∂
∂t
(ρ) +∇ · (ρu) = 0, (3.1)
∂
∂t
(ρu) +∇ · (ρu⊗ u)−∇ · (µ∇u) = ρg−∇p. (3.2)
lanovi u jednadºbi (3.2) nazivaju se s lijeva na desno:
• nestacionarni £lan - promjena vezana uz vrijeme;
• konvekcijski £lan - promjena vezana uz gibanje ﬂuida;
• difuzijski £lan - bitno je napomenuto da vrijedi samo za Newtonovski ﬂuid
(tenzor naprezanja je linearno proporcionalan tenzoru brzine deformacije preko
dinami£ke viskoznost);
• £lan masene sile - gravitacijsko ubrzanje;
• £lan gradijenta tlaka;
Difuzijski £lan predstavlja devijatorski dio simetri£nog tenzora naprezanja (ek-
vivalent trenju u mehanici) dok je gradijent tlaka normalni dio simetri£nog tenzora
naprezanja (invarijantan na rotaciju koordinatnog sustava).
Potrebno je napomenuti da se javlja problem zbog nelinearnosti konvekcijskog
£lana. Tijekom diskretizacije, kovekcijski £lan bi proizveo nelinearne £lanove u sus-
tavu jednadºbi. Kako bi se izbjegao taj problem, taj £lan se linearizira, a efekt
nelinearnosti se razrje²ava iterativno.
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3.1.1. Rubni uvjeti Navier-Stokesovih jednadºbi
Rubni uvjeti osiguravaju jedinstvenost rje²enja sustava opisanog jednadºbama
(3.1) i (3.2). Dva su osnovna tipa rubnih uvjeta iz kojih se mogu izvesti mnogobrojni
razli£iti oblici rubnih uvjeta. Dirichletov rubni uvjet propisuje vrijednost varijable
na granici domene dok von Neummanov rubni uvjet propisuje vrijednost nultog
gradijenta na granici. Generalizirani von Neumannov uvjet propisuje proizvoljnu
vrijednost gradijenta varijable u smjeru normale na granicu. Naj£e²¢a su £etiri
tipa granica: ulazna granica, izlazna granica, zid i ravnina simetrije. Ulazna granica
ﬁzikalno ozna£ava ulaz ﬂuida u domenu, te je naj£e²¢e zadana s Dirichletovim rubnim
uvjetom brzine te von Neummanovim uvjetom za tlak. Izlazna granica predstavlja
izlaz ﬂuida iz domene, te se na njoj naj£e²¢e postavlja von Neummanov rubni uvjet
za brzinu i tlak. Zid predstavlja nepropusnu granicu, te je u viskoznom strujanju
brzina jednaka nuli. Simetrija uvelike smanjuje vrijeme prora£una jer se domena
nekog simetri£nog strujanja moºe smanjiti dva puta.
3.2. Osnovne jednadºbe vi²efaznog strujanja
U ovom radu koristi se metoda "Volume of Fluid" (VOF). Ideja ovog modela
je da opisuje strujanje dva ﬂuida koji se ne mije²aju kao strujanje jednog ﬂuida.
Zbog toga se uvodi funkcija volumnih udjela [3] koja prilikom rje²avanja sustava
predstavlja nepoznato skalarno polje koje se ozna£uje s αk pri £emu donji indeks ”k”
ozna£uje pojedinu fazu i ima svojstvo:
αk =
{
1 za k-tu fazu,
0 za drugu fazu.
(3.3)
Uz tako deﬁnirane volumne udjele, svojstva ﬂuida se mogu izra£unati prema (uz
dvije faze):
ρ = α1ρ1 + (1− α1)ρ2, (3.4)
µ = α1µ1 + (1− α1)µ2. (3.5)
Iz prethodnih jednadºbi je vidljivo da se svojstva jednog, novog kontinuuma, opisuju
pomo¢u svojstva pojedine faze.
Za simulaciju vi²efaznih strujanja volumni udio je kori²ten kao pokazatelj udjela
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Kako bi funkcije koje opisuju promjenu gusto¢e i dinami£ke viskoznosti bile de-
rivabilne po cijeloj domeni, ne smije biti diskontinuiteta u skalarnom polju αk. To
se rje²ava druga£ijom deﬁnicijom funkcije αk prema:
αk(x, t) =

1, ako to£ka x leºi unutar prve faze,
0 < αk < 1, ako to£ka x leºi unutar tankog prijelaznog sloja δ,
0, ako to£ka x leºi unutar druge faze.
(3.7)
U vi²efaznim strujanjima jednadºba kontinuiteta postavlja se za svaku fazu za-
sebno; no, budu¢i da ukupna masa mora biti o£uvana, moºe se napisati zajedni£ka













Stoga jednadºba (3.8) predstavlja jednadºbu kontinuiteta i za teku¢u i za plinovitu
fazu, gdje ρk predstavlja gusto¢u, a αk predstavlja volumni udio faze.
Kako model ne dozvoljava preklapanje faza, jednadºbe o£uvanja koli£ine gibanja












= ρg−∇p+∇ · (σDCk). (3.9)
U gornjoj jednadºbi u predstavlja vektor brzine prisutne faze, g je gravitacijska kons-
tanta, p je tlak i σDCk je devijatorski dio tenzora naprezanja koji uklju£uje viskoznost,
turbulenciju, povr²insku napetost itd.
3.3. Modiﬁcirane Navier-Stokesove jednadºbe
U ovom radu koristiti ¢e se model koji koristi dvofazni kompresibilni pristup.
Diferencijalne forme jednadºbi preureene su na na£in pogodan za implementaciju
metodom kontrolnih volumena gdje se sve varijable rje²avaju u njihovim centrima.
Takva formulacija razlikuje se od ve¢ine metoda za rje²avanje kompresibilnih vi²e-
faznih strujanja [40].
Pretpostavka je da se faze ne mije²aju u kratkom vremenskom periodu na ma-
lom podru£ju. To omogu¢ava model jednadºbi za opis homogenog dvofaznog ﬂuida:
nepomije²an bez viskoznog sloja meu fazama. Ta pretpostavka dovodi do smanje-
nog broja jednadºbi o£uvanja mase i koli£ine gibanja te se one svode na jednadºbe
o£uvanja za jednu fazu.
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Derivacije razli£itih transportnih jednadºbi vi²efaznih ﬂuida, koje se tretiraju kao
homogene, mogu poprimiti razli£ite forme, npr. vremenskim ili prostornim osred-
njavanjem po kontrolnim volumenima na mikro-razini kako bi se izvele diferencijalne
jednadºbe pojedinih veli£ina na makroskopskoj razini.
3.3.1. Jednadºbe o£uvanja: konzervativna forma
Jednadºba kontinuiteta za pojedinu fazu k je:
∂(αkρk)
∂t
+∇ · (αkρku) = 0, k = {1, 2}, (3.10)
gdje su αk, ρk,u voulmni udio, gusto¢a i brzina faze k, redom. Kod brzine je indeks
izostavljen budu¢i da homogeni model ima samo jedno polje brzine. Zajedni£ka




+∇ · (ρu) = 0, (3.11)
ρ = α1ρ1 + α2ρ2. (3.12)
Volumni udjeli zadovoljavaju algebarsku jednadºbu:
α1 + α2 = 1. (3.13)
Zajedni£ka jednadºba za o£uvanje koli£ine gibanja za homogeni model je:
∂(ρu)
∂t
+∇ · (ρu⊗ u)− (∇u) · ∇µeff − µeff∆u = −∇pd − (∇ρ)g · x, (3.14)
gdje je pd = p − ρg · x dinami£ki tlak, a efektivna viskoznost je osrednjena po
volumenu prema izrazu µeff = 4(α1µ1 + α2µ2)/3.
U podvodnim eksplozijama, promjene u plinskoj fazi uglavnom se smatraju iz-
entropskim. Voda se tretira kao nekompresibilna ili neznatno kompresibilna. U
slu£aju ovog rje²ava£a odabran je drugi slu£aj te je uvedena izotermna jednadºba
stanja (T = c2/γR) budu¢i da je brzina zvuka konstantna. Odabrane jednadºbe
stanja odreuju gusto¢u faza kao funkciju tlaka. Zbog gore navedenih pretpostavki
nije potrebno rje²avati energetsku jednadºbu [40].
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3.3.2. Izentropska jednadºba stanja za plinsku fazu




= ac = const. , (3.15)
gdje je γ omjer (konstantnih) speciﬁ£nih toplina, a ac je izentropska konstanta.















3.3.3. Izotermalna jednadºba stanja za teku¢u fazu









gdje je c brzina zvuka. Pretpostavljaju¢i konstantnu brzinu zvuka, integracija jed-
nadºbe (3.17) daje:
ρ− ρ0 = ψ(p− p0), ψ = 1
c2
, (3.18)
gdje se ρ0 i p0 pojavljuju kao konstante integracije, a predstavljaju referentne vri-
jednosti gusto¢e odnosno tlaka.
3.3.4. Jednadºbe o£uvanja: nekonzervativna forma
Iz dosada²njih razmatranja moºe se uvidjeti da postoje dvije nezavisne jednadºbe
kontinuiteta (3.10), jedna jednadºba za o£uvanje koli£ine gibanja (3.14), dvije jed-
nadºbe stanja (3.15), (3.18) te algebarska jednadºba koja se ti£e volumnih udjela
(3.13): ukupno tri diferencijalne jednadºbe i tri algebarske jednadºbe. Takoer pos-
toji ²est nepoznatih polja: α1, α2, ρ1, ρ2,u, pd. Potrebno je odabrati tri polja koja ¢e
se rje²iti pomo¢u diferencijalnih jednadºbi, a ostala tri polja mogu¢e je izra£unati
uz pomo¢ algebarskih jednadºbi.
Budu¢i da su jednadºbe stanja dane preko tlaka, ra£una se polje tlaka te se ρ1
i ρ2 dobivaju algebarski. Jednadºba za o£uvanje koli£ine gibanja je o£iti izbor za
izra£unavanje polja brzina. Mogu¢e je izra£unati volumni udio jedne faze pomo¢u
diferencijalne jednadºbe, a druge pomo¢u algebarskog izraza, uz uvjet da svi volumni
udjeli moraju imati vrijednosti u intervalu [0, 1]. Stoga, nepoznata polja su: α1, pd,u,
a algebarski dobivena polja su: α2, ρ1, ρ2 [40].
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Jednadºba (3.14) rje²ava se za polje brzina. Jednadºbe (3.10) i (3.11) moraju se
presloºiti u formu koja je podloºna za postupak rje²avanja.
Za po£etak se u obzir uzima jednadºba kontinuiteta za fazu k, uzimaju¢i u obzir






+ u · ∇ρk
)




+ u · ∇αk
)
= 0. (3.19)













+ u · ∇p
)
− αk∇ · u. (3.20)
Potrebno je podsjetiti kako je jednadºba (3.11) dobivena zbrajaju¢i jednadºbu
(3.10) za sve faze. Sli£no, jednadºba (3.20) moºe se zbrojiti za sve faze kako bi se













+ u · ∇p
)
+∇ · u = 0. (3.21)
Kona£ni izgled jednadºbe za volumni udio (3.20) je dobiven koriste¢i (3.21) kako
bi se zamijenili izrazi na desnoj strani:
∂α1
∂t





∇ · u, (3.22)
gdje je ρk,p = ∂ρk/∂p. U jednadºbi (3.22) vrijednosti volumnog udjela α1 ogra-
ni£ene su izmeu 0 i 1. Ukoliko se koriste interpolacijske sheme drugog ili vi²eg
reda to£nosti koje daju oscilatorna rje²enja, rezultati nisu prihvatljivi jer njihove
vrijednosti prema²uju gore spomenute granice. Sheme koje zadovoljavaju ovaj uvjet
su prvog reda to£nosti, no one uvode laºnu difuziju (poglavlje 3.2.), odnosno ra-
zvukle bi prijelazni sloj δ koji mora biti ²to tanji. Kako bi se smanjio prijelazni sloj
uvodi se Wellerova shema kompresije [2]. Kompresija prijelaznog sloja ostvaruje se
uvoenjem dodatnog kompresijskog £lana s lijeve strane jednadºbe (3.22):
∇ · (urα1(1− α1)),
gdje ur predstavlja polje brzine koje je prikladno za kompresiju prijelaznog sloja. U
kompresijskom £lanu javlja se nelinearnost. Dodatni £lan ima doprinos u prijelaz-
nom sloju upravo zbog nelinearnog oblika α1(1 − α1) koji poprima vrijednost nula
ukoliko vrijednost α1 nije izmeu 0 i 1. Prednost koju daje dodatni £lan je mo-
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gu¢nost kori²tenja jednostavih interpolacijskih shema, a da ne doe do naru²avanja
ograni£enosti, naravno uz prikladno odabrano polje brzine ur.
U ovom poglavlju prikazane su osnovne jednaºbe mehanike kontinuuma i njihovo
pro²irenje u obliku jednadºbi koje opisuju vi²efazno strujanje. Takoer je prikazan
matemati£ki model koji je implemetiran u ovom radu. U slijede¢em poglavlju ¢e
bit opisana diskretizacija jednadºbi, kako standardne transportne jednadºbe, tako i
jednadºbi implemetiranih u ovom radu. Biti ¢e prikazana sprega jednadºbi brzine i
tlaka.
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4. Diskretizacija metodom kontrolnih
volumena
U prethodnom poglavlju dane su osnovne jednadºbe vi²efaznog strujanja i ma-
temti£ki model implemetiran u ovom radu. U ovom poglavlju ¢e biti dana diskreti-
zacija standardne transportne jednadºbe i matemati£kog modela kori²tenog u ovom
radu. Takoer ¢e biti prikazana sprega jednaºbi brzine i tlaka.
4.1. Diskretizacija
Pojam diskretizacije zna£i da se problem kontinuuma aproksimira s diskretnim
operatorima. Metoda kontrolnih volumena i ostale, kao ²to je metoda kona£nih
elemenata, provode diskretizaciju prema sljede¢oj shemi:
• diskretizacija prostora: dijeli prostornu domenu na elemente koje ju u pot-
punosti ispunjavaju;
• vremenska diskretizacija: za tranzijentne probleme, dijeli vremensku do-
menu u kona£ni broj vremenskih intervala, ili vremenskih trenutaka;
• diskretizacija jednadºbi: iz osnovnih jednadºbi koje karakteriziraju pro-
blem generira se sustav algebarskih jednadºbi pomo¢u diskretnih vrijednosti
koje su deﬁnirane na to£no odreenim lokacijama u domeni (npr. u sredi²tu
kontrolnog volumena).
4.2. Diskretizacija standardne transportne jednadºbe
Kako je gore napomenuto, svrha diskretizacije je transformacija jedne ili vi²e
parcijalnih diferencijalnih jednadºbi u odgovaraju¢i sustav algebarskih jednadºbi.
Rje²enje ovog sustava aproksimacija je rje²enja originalnih jednadºbi na odreenim
lokacijama u prostoru i vremenu. Op¢enita forma op¢e transportne jednadºbe za
bilo koju veli£inu φ dana je kao:
∂(ρφ)
∂t
+∇ · (ρuφ) = ∇ · (γ∇φ) + Sφ(φ), (4.1)
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u kojoj £lanovi redom predstavljaju: brzinu promjene po jedinici volumena (vre-
menska derivacija), promjenu ili transport uslijed konvekcije po jedinici volumena
(konvekcijski £lan), transport uslijed difuzije (difuzijski £lan), te izvor odnosno ponor
po jedinici volumena (izvorski £lan).
Diskretizacija jednadºbe (4.1) metodom kontrolnih volumena formulirana je in-























Ve¢ina prostornih derivacija prevodi se u povr²inske integrale po povr²ini S koja






gdje je vektor ds diferencijalni dio povr²ine koj je usmjeren od kontrolnog volumena
prema van.
4.3. Pohrana i raspored varijabli
Prvi problem s diskretizacijom osnovnih jednadºbi je izbor lokacije gdje ¢e va-
rijable biti pohranjene. Postoji nekoliko alternativa od kojih su dvije uobi£ajeno
kori²tene u metodi kontrolnih volumena prikazane na slici 4.1. U prvom slu£aju
varijable su pohranjene u sredi²tima kontrolnih volumena i sredi²tima stranica koje
se nalaze na rubovima prostorne domene. U drugom slu£aju varijable su pohranjene
u sredi²tima svih stranica.
O£iti je izbor pohrana svih zavisnih varijabli u sredi²tima kontrolnih volumena te
kori²tenje istih volumena za sve varijable. To se naziva "kolocirani" raspored. Kod
"pomaknutog" rasporeda brzine su pohranjene u sredi²tima stranica ili vrhovima,
odvojeno od ostalih varijabli.
Kolocirani raspored ima velike prednosti: prvo, broj koeﬁcijenata koji moraju
biti izra£unati je minimaliziran zbog £injenice da su sve jednadºbe diskretizirane
koriste¢i isti volumen za sve varijable. Drugo, ima velike prednosti u kompleksnim
domenama, posebice kada se javljaju diskontinuiteti na granicama ili su pak rubni
uvjeti diskontinuirani.
Meutim, kolocirani raspored nije bio dugo u upotrebi zbog pote²ko¢a sa spregom
brzine i tlaka te pojave oscilacija u polju tlaka ²to se naziva problemom "²ahovske
plo£e". Ukoliko se tlakovi i brzine pohranjuju na istim lokacijama, gore spome-
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Slika 4.1: Raspored varijabli: a) u sredi²tima volumena b) u sredi²tima stranica [2].
nuti problem moºe uzrokovati pojavu neuniformonog polja tlaka kao uniformnog u
Navier-Stokesovim jednadºbama [2].
4.4. Interpolacija na stranicama
Na slici 4.2 s je vektor koji ima smjer normale stranice, a veli£inu povr²ine
stranice, s P je ozna£eno sredi²te volumena. S N je ozna£eno sredi²te susjednog
volumena, a vektor d je udaljenost meu njihovim sredi²tima d = xN − xP .
Interpolacija vrijednosti u sredi²tima kontrolnih volumena na sredi²ta stranica
je fundamentalna za metodu kontrolnih volumena.
Naj£e²¢e sheme interpolacije su [2]:
• CD (engl. "Central diﬀerencing") je drugog reda to£nosti, no nije ograni£ena
1, odnosno moºe prouzrokovati oscilatorna rje²enja:
φf(CD) = fxφP + (1− fx)φN , (4.4)
1Vrijednosti veli£ina poput gusto¢e ili volumnog udjela moraju leºati unutar odreenih granica.
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Slika 4.2: Parametri u metodi kontrolnih volumena [2].
gdje donji indeks ”f” ozna£uje veli£inu u sredi²tu stranice, a fx =
|xf−xN |
|xf−xN |+|xf−xP | .
• UD (engl. "Upwind diﬀerencing") odreuje φf prema smjeru gibanja ﬂuida.
Shema je odreena prema:
φf(F,UD) =
{
φP za F ≥ 0
φN za F < 0,
(4.5)
gdje je F = s · (ρu)f maseni protok na promatranoj stranici. UD osigurava
ograni£enje rje²enja, no prvog je reda to£nosti. Moºe se pokazati da najve¢i
zanemareni ostatak ove interpolacije podsje¢a na difuzijski protok. Taj se efekt
£esto naziva numeri£ka difuzija. Ova vrsta gre²ke posebno dolazi do izraºaja
u vi²edimenzionalnim problemima gdje se ﬂuid giba pod proizvoljnim kutem s
obzirom na mreºu. Brze prostorne promjene u skalarnim ili vektorskim poljima
biti ¢e razvu£ene i ublaºene, te je potrebno koristiti ﬁniju mreºu, pogotovo na
mjestima gdje se o£ekuju ve¢i gradijenti funkcija [41].
• BD (engl. "Blended diﬀerencing") sheme kombiniraju UD i CD s namjerom
o£uvanja ograni£enja s prihvatljivom to£no²¢u. One su linearne kombinacije
izmeu UD i CD:
φf(F,BD,γ) = (1− γ)φf(F,UD) + γφf(CD) (4.6)
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Faktor stapanja 0 ≤ γ ≤ 1 odreuje koliko ¢e numeri£ke difuzije biti uklju£eno.
One se dijele u dvije glavne skupine: NVD sheme i TVD sheme (vidjeti [42],
[43]).
4.5. Gradijent
Izraz za gradijent, ∇φ, moºe biti evaluiran na mnogo na£ina. Naj£e²¢e metode
su [2]:
• Gaussova integracija koja daje vrijednosti gradijenta od φ u sredi²tima









• Gradijent u smjeru normale na stranicu koja je unutarnji produkt gra-
dijenta ∇fφ i jedini£nog normalnog vektora na stranicu n, prema jednadºbi:
∇⊥f φ = n · ∇fφ =
φN − φP
|d| . (4.8)
4.6. Diskretizacija nestacionarnog £lana
Eulerova implicitna shema je bezuvjetno stabilna te je prvog reda to£nosti. Ako
se pretpostavi stati£ka mreºa i linearna varijacija veli£ine φ unutar vremenskog ko-











gdje gornji indeks ”n” ozna£uje vrijednost u sredi²tu kontrolnog volumena u no-
vom vremenskom trenutku, dok gornji indeks ”o” vrijednost u starom vremenskom
trenutku.
4.7. Diskretizacija konvekcijskog £lana
Diskretizacija konvekcijskog £lana ∇ · (ρuφ) iz jednadºbe (4.1) vr²i se integraci-
jom po kontrolnom volumenu te njegovom pretvorbom u povr²inki integral pomo¢u
Gaussovog teorema [2]:∫
V
∇ · (ρuφ)dV =
∫
S
ds · (ρuφ) ≈
∑
f
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gdje je F = s · (ρu)f maseni protok kroz stranicu f . Vrijednost φf na stranici
odreuje se prema prethodno navedenim interpolacijskim shemama.
4.8. Diskretizacija difuzijskog £lana
Diskretizacija difuzijskog £lana ∇ · (γ∇φ) iz jednadºbe (4.1) vr²i se sli£no kao i
za konvekcijski £lan. Nakon integracije po kontrolnom volumenu te pretvorbom u
povr²inski integral dobije se [2]:∫
V
∇ · (γ∇φ)dV =
∫
S
ds · (γ∇φ) ≈
∑
f
Γf (s · ∇fφ). (4.11)
Gornja jednadºba to£na je jedino ako je γ skalar. Na ortogonalnim mreºama, gradi-
jent u smjeru normale na stranicu ∇fφ deﬁniran je u podpoglavlju 2.2.3. i drugog je
reda to£nosti. No, na neortogonalnim mreºama, potrebno je uvesti novi korekcijski
£lan kako bi se o£uvao drugi red to£nosti aproksimacije. Uvoenjem novog £lana,
potpuna aproksimacija gradijenta izgleda:
s · ∇fφ = |∆|∇⊥f φ︸ ︷︷ ︸
ortogonalni doprinos
+ k · (∇φ)of︸ ︷︷ ︸
neortogonalna korekcija
, (4.12)
gdje su ∆ i k vektori koji trebaju biti odreeni nakon provoenja korekcije uslijed
Slika 4.3: Korekcija zbog neortogonalnosti.
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Kako su vektori ∆ i d paralelni, ortogonalni doprinos u jednadºbi (4.12) uvr²tava-
njem izraza (4.13) postaje [42]:
|∆|∇⊥f φ = |∆|
φN − φP
|d| . (4.14)
Za prora£un £lana koji sluºi za korekciju uslijed neortogonalnosti koriste se vrijed-
nosti iz prethodnog vremenskog trenutka i linearna interpolacija [42]:
k · (∇φ)of = k ·
(
fx · (∇φ)of + (1− fx) · (∇φ)of
)
. (4.15)
Jednadºba (4.12) se kona£no moºe zapisati kao:
s · ∇fφ = |∆|φN − φP|d| + k ·
(
fx · (∇φ)of + (1− fx) · (∇φ)of
)
, (4.16)
gdje se vrijednosti gradijenta skalarnog polja u teºi²tu kontrolnog volumena u pret-







4.9. Diskretizacija izvorskog £lana
Izvorski £lan iz jednadºbe (4.1) moºe se linearizirati u oblik [2]:
Sφ(φ) = φSI + SE, (4.18)
gdje SE i SI mogu ovisiti o φ. Izraz se tada moºe integrirati po kontrolnom volumenu
kako slijedi: ∫
V
Sφ(φ)dV = SIVPφP + SEVP . (4.19)
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4.10. Rubni uvjeti
Problem kontinuuma nije u potpunosti deﬁniran ukoliko ne postoje rubni i po-
£etni uvjeti. Kao ²to je napomenuto ranije, postoje dva osnovna tipa rubnih uvjeta:
Dirichletov i generalizirani von Neumannov.
Slika 4.4: Parametri u metodi kontrolnih volumena za volumene s grani£ni strani-
cama [2].
Na slici 4.4 prikazani su parametri koje je potrebno objasniti za daljnju diskusiju.
P ozna£uje sredi²te kontrolnog volumena. Jedna od stranica koincidira s granicom
prostorne domene. Ta stranica je ozna£ena s b. Vektor izmeu P i sredi²ta stra-
nice b ozna£en je s d i njegova normala na istu stranicu s dn. Dalje se prikazuje
implementacija osnovnih rubnih uvjeta uz oznaku u OpenFOAM-u [2]:
• Fiksna vrijednost (Dirichletov uvjet) Varijablu na granici ozna£avamo s
φB i stoga:
 kada diskretizacija traºi odreenu vrijednost na stranici, kao npr. u ko-
nvekcijskom £lanu, radi se supstitucija φf = φB.
 U £lanovima gdje je potreban gradijent ∇fφ, kao npr. u difuzijskom
£lanu, on se ra£una preko vrijednosti na stranici i u sredi²tu kontrolnog
volumena prema:
s · ∇fφ = |s|φb − φP|dn| . (4.20)
Ukoliko je φB konstantan duº stranice, ovaj rubni uvjet osigurava drugi red
to£nosti. Ukoliko φB varira duº stranice ili je mreºa neortogonalna red to£-
nosti je prvog reda. Naravno, moºe se vr²iti korekcija kako je prikazano kod
difuzijskog £lana.
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• Fiksni gradijent (generalizirani von Neumannov uvjet) Gradijent je
odreen u smjeru normale na stranicu kao gB = ∇⊥f φ i iz toga slijedi:
 Kada diskretizacija zahtijeva odreenu vrijednost φf na stranici, vrijed-
nost u sredi²tu kontrolnog volumena se ekstrapolira na tu stranicu:
φf = φP + dn · ∇fφ = φP + |dn|gB. (4.21)
 gB moºe izravno biti supstituiran ukoliko diskretizacija zahtijeva gradijent
na stranici:
s · ∇fφ = |s|gB. (4.22)
Ukoliko je gB konstantan duº granice, diskretizacija uz ovaj rubni uvjet biti ¢e
drugog reda to£nosti. Ukoliko varira φB duº granice ili je mreºa neortogonalna
red to£nosti je prvi.
• Nulti gradijent Ovaj rubni uvjet isti je kao i ﬁksni gradijent, samo ²to je u
ovom slu£aju gB = 0.
4.10.1. Fizi£ki rubni uvjeti
Uobi£ajeni ﬁzi£ki tipovi rubova domene su [42]:
• Ulazna granica. Na ulazu je polje brzine zadano kao ﬁksna vrijednost, a
rubni uvjet za tlak je dan kao nulti gradijent. Ostale veli£ine poput volumnog
udjela takoer se zadaju kao ﬁksne vrijednosti.
• Izlazna granica. Rubni uvjeti na izlazu moraju biti tako zadani da je zado-
voljena ukupna masena bilanca za cijelu domenu.
To je mogu¢e izvesti na dva na£ina:
 distribucija brzine na granici je projicirana iz unutra²njosti domene (prvi
red kontrolnih volumena do granice). Te brzine su tada skalirane kako
bi se zadovoljio kontinuitet. Ovaj pristup moºe dovesti do nestabilnosti
ukoliko postoji povratni tok mase na izlaznoj granici. Rubni uvjet za tlak
je ponovno postavljen kao nulti gradijent.
 Ovaj pristup ne zahtijeva distribuciju brzine na izlazu nego distribuciju
tlaka. Tlak se zadaje kao ﬁksna vrijednost, a brzina je zadana kao nulti
gradijent. Sveukupna masena bilanca garantirana je jednadºbom tlaka.
Fakultet strojarstva i brodogradnje 23
Tomislav Gradin²£ak Diplomski rad
 Postoji izvedeni rubni uvjet koji se postavlja na granicu, a u OpenFOAM-
u se naziva inletOutlet koji, ukoliko je smjer protoka u smjeru normale
izlazne granice, pripisuje veli£ini nulti gradijent, a ukoliko je smjer obrnut
normali pripisuje zadanu vrijednost veli£ini.
• Simetrija. Rubni uvjet na simetriji implicira da komponenta gradijenta oko-
mita na stranicu mora biti jednaka nuli. Komponente paralelne sa simetrijom
projicirane su na nju iz domene. Ukoliko je geometrija osnosimetri£na kao
npr. za isje£ak iz cilindra odnosno kugle, koristi se rubni uvjet koji se u
OpenFOAM-u naziva wedge.
• Nepropusni zid. Brzina ﬂuida na zidu je jednaka brzini zida ²to zna£i da se
brzina zadaje kao ﬁksna vrijednost. Budu¢i da je protok kroz zid jednak nuli,
gradijent tlaka je nulti gradijent.
4.11. Vremenska diskretizacija
U prija²njim poglavljima opisana je diskretizacija volumnih integrala u standard-























Koriste¢i pojedine £lanove u diskretiziranom obliku i pretpostavljaju¢i da se kon-





















Varijacija veli£ine φP te njenih gradijenta se zanemaruje unutar vremenskog ko-
raka. Unato£ tome, potrebno je napraviti izbor izmeu na£ina na koji ¢e se gore
spomenute veli£ine vrijednovati u kontekstu novih i starih vrijednosti. Stoga se
koriste:
• Eulerova eksplicitna shema koja koristi eksplicitnu diskretizaciju prostor-










γfs · ∇fφo + SIVPφoP + SEVP . (4.25)
Fakultet strojarstva i brodogradnje 24
Tomislav Gradin²£ak Diplomski rad
Ona je prvog reda to£nosti u vremenu i nestabilna je ukoliko je Courantov
broj Co ve¢i od 1. Courantov broj na stranici je deﬁniran kao:
Co =
uf · s
d · s ∆t, (4.26)
gdje je uf brzina strujanja. Kada se sustav rje²ava eksplicitno nije potrebno
koristiti linearne rje²ava£e.
• Eulerova implicitna shema koja koristi implicitnu diskretizaciju prostornih










γfs · ∇fφn + SIVPφnP + SEVP . (4.27)
Ona je prvog reda to£nosti u vremenu te garantira ograni£enost rje²enja i bez-
uvjetno je stabilna. No, treba napomenuti, kako bi se garantirala ograni£enost,
neortogonalna korekcija mora se ra£unati eksplicitno.
U ovom radu koristi se Eulerova implicitna metoda (osim ako druga£ije nije
napomenuto).
4.12. Diskretizirani sustav linearnih jednadºbi
Procesi diskretizacije i linearizacije koji su provedeni u prija²njem tekstu pro-
izvode linearne algebarske jednadºbe za svaki kontrolni volumen (ukoliko se ne koristi
eksplicitna shema). To£na forma linearnih jednadºbi ovisi o osnovnim jednaºbama








N = bP . (4.28)
Vrijednost φnP zavisi o susjednim volumenima, tako stvaraju¢i sustav linearnih alge-
barskih jednadºbi s jednom jednadºbom (ili jednim redom matrice) za svaki volumen
prostorne domene. Sustav algebarskih jednadºbi moºe se izraziti i u formi matrice:
[A][φ] = [B], (4.29)
gdje je [A] rijetka kvadratna matrica s koeﬁcijentima aP na dijagonali i aN izvan
dijagonale. [φ] je vektor zavisne varijable dok je [B] vektor izvora. To su vrijednosti
deﬁnirane u sredi²tima kontrolnih volumena. Matrica [A] moºe se rastaviti na dva
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dijela. Jedan dio su koeﬁcijenti na dijagonali [D], a drugi dio su koeﬁcijenti izvan
dijagonale [L] + [U ], tako da:
[A] = [D] + [L] + [U ], (4.30)
gdje [L] ozna£uje dio koeﬁcijenata ispod dijagonale, a [U ] dio iznad dijagonale.
Op¢enito, svaki £lan osnovnih jednadºbi doprinosi koeﬁcijentima matrice [A] kao i
vektoru izvora [B]. lanovi koji su ra£unati implicitno uvijek doprinose koeﬁcijen-
tima matrice i mogu doprinijeti vektoru desne strane. Eksplicitni £lanovi, s druge
strane doprinose samo vektoru desne strane.
4.13. Svojstva diskretizacijskih shema
Kako bi numeri£ki reultati bili ²to bliºi "egzaktnim" rje²enjima transportne jed-
nadºbe broj kontrolnih volumena trebao bi biti ²to je mogu¢e ve¢i. U realnosti, broj
kontrolnih volumena bit ¢e puno manji te ¢e numeri£ki rezultati biti ﬁzikalni jedino





Integracija difuzijskog ili konvekcijskog £lana preko odreenog broja kontrolnih
volumena daje sustav diskretiziranih konzervativnih jednadºbi koje uklju£uju pro-
toke transportiranog svojstva φ kroz stranice kotrolnih volumena. Kako bi se osi-
gurala konzervacija svojstva φ u cijeloj ra£unalnoj domeni, protok tog svojstva koji
napu²ta kontrolni volumen kroz odreenu stranicu mora biti jednak protoku koji
ulazi u susjedni volumen kroz tu istu stranicu. Kako bi se to postiglo, protok kroz
istu stranicu koju dijele dva susjedna volumena mora biti izraºen istom jednadºbom.
4.13.2. Ograni£enost
Diskretizirane jednadºbe u svakoj to£ki ra£unalne domene predstavljaju sustav
algebarskih jednadºbi koje se moraju rije²iti. Uobi£ajeno je koristiti iterativne me-
tode kako bi se rije²io veliki sustav jednaºbi. Ove metode koriste po£etnu, pret-
postavljenu vrijednost varijable φ te se ona uzastopno ponovno obnavlja dok se ne
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postigne konvergencija rje²enja. Dovoljan uvjet da se postigne konvergencija moºe
se izraziti pomo¢u koeﬁcijenata diskretiziranih jednaºbi:∑ |aN |
|a′P |
{
≤ 1 u svim to£kama,
< 1 barem u jednoj to£ki.
(4.31)
Ovdje |a′P | ozna£uje ukupni koeﬁcijent za jednadºbu za vrijednost φP u sredi²tu
kontrolnog volumena P (odnosno aP − SI). Suma u brojniku ozna£uje zbroj svih
koeﬁcijenata u susjednim sredi²tima. Ukoliko diskretizacijske sheme proizvedu ko-
eﬁcijente koje zadovoljavaju gornji kriterij, u rezultiraju¢oj matrici koeﬁcijenti na
dijagonali su dominantni. Kako bi se sa£uvala dijagonalna dominantnost lineariza-
cija izvorskog £lana mora osigurati negativni iznos SI . U tom slu£aju ¢e izraz −SI
biti pozitivan i zbrajat ¢e se s aP .
Ograni£enost rje²enja zna£i da se, u odsustvu izvora, vrijednosti vrarijable φ unu-
tar ra£unalne domene uvijek kre¢u izmeu vrijednosti zadanih rubnim uvjetima. Jo²
jedan od vaºnijih zahtjeva za ograni£enost rje²enja je taj da predznak svih koeﬁci-
jenata diskretiziranih jednadºbi bude jednak (obi£no da su svi pozitivni). Fizikalno
to zna£i da pove¢anje varijable φ u jednoj to£ki mora rezultirati pove¢anjem iste
veli£ine u susjednim to£kama. Ukoliko to nije zadovoljeno, postoji mogu¢nost da
rje²enje ne konvergira ili oscilira.
4.13.3. Transportivnost
Slika 4.5: a) £ista konvekcija; b) difuzija i konvekcija [8].
Transportivnost toka ﬂuida moºe se ilustrirati promatraju¢i efekt u to£ki P iz-
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meu dvaju konstantnih izvora veli£ine φ ozna£enih s W i E kako je prikazano
na slici 4.5. Najprije je potrebno deﬁnirati bezdimenzijski Pecletov broj kao mjeru








gdje je δx karakteristi£na duljina (duljina volumena).
U slu£aju £iste difuzije (Pe −→ 0), a konture veli£ine φ su koncentri£ne kruºnice
oko izvora budu¢i da proces difuzije ima tendenciju jednakog ²irenja u svim smje-
rovima. Na slici 4.5. je vidljivo da su uvjeti u to£ki P pod utjecajem oba izvora.
Kako se Pe pove¢ava konture mijenjaju svoj oblik iz kruºnog u elipti£ni te su us-
mjerene u smjeru toka, slika 4.5. U slu£aju £iste konvekcije (Pe −→ ∞) elipti£ne
konture su u potpunosti izduºene u smjeru toka. U tom slu£aju, uvjeti u P su u
potpunosti odreeni izvorom u W, a izvor E uop¢e nema utjecaja. Budu¢i da nema
difuzije, moºe se napisati da je φP = φW . Kada bi tok bio u obrnutom smjeru
potpuni utjecaj bi bio od strane E. Vrlo je vaºno da je odnos izmeu smjera toka,
utjecaja pojedinog izvora i veli£ine Pecletovog broja, ²to se naziva transportivnost,
obuhva¢en diskretizacijskom shemom.
4.14. Diskretizacija modiﬁciranih Navier-Stokesovih
jednadºbi
U ovom podpoglavlju bit ¢e prikazani detalji diskretizacije jednadºbe za brzinu
(3.14), tlak (3.21) i volumni udio (3.22). Potom ¢e biti opisana sprega brzine i tlaka
pomo¢u PISO algoritma. Na kraju je prikazan ukupan algoritam rje²vanja koji se
naziva PIMPLE te su opisani razlozi za njegovu primjenu. Koristi se kolocirana
metoda kontrolnih volumena koja je implementirana u OpenFOAM-u.
Odvojeni algoritam koji spada u projekcijske metode podsje¢a u mnogome na
PISO algoritam; glavna razlika je tome ²to se rje²ava jednadºba za tlak (4.39), a ne
jednadºba za korekciju tlaka. Kori²teni su gornji indeksi {n,o ,∗ } kako bi se ozna£ili
trenutna vrijednost, vrijednost iz prija²njeg vremenskog trenutka odnosno vrijed-
nost iz prija²nje iteracije. Vremenske derivacije bit ¢e aproksimirane Eulerovom
implicitnom shemom.
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4.14.1. Jednadºba za brzinu
Linearizirana jednadºba za brzinu je [40]:
ρ∗un − ρouo
∆t
+∇ · (ρ∗u∗ ⊗ un)− (∇u∗)∇µeff −∇ · µeff∇un = −∇p∗d − (∇ρ∗)g · x,
(4.33)
koja dolazi iz (3.14) te se rje²ava za brzinu un. Kada se primjene diskretizacijske














|d| = Su −∇p
∗
d, (4.34)


















Zadnji £lan u jednadºbi (4.34) i £lan koji sadrºi ρ∗ u jednadºbi (4.35) diskretiziraju
se kao i difuzijski £lan ²to zna£i da se uz ortogonalnu komponentu dodaje i korekcija
uslijed neortogonalnosti ukoliko je potrebno. Gradijent u zadnjem £lanu jednadºbe
(4.35) diskretizira se pomo¢u Gaussovog teorema.




∗)−A−1P (∇ρ∗)g · x−A−1P ∇fp∗d. (4.36)
Grupiraju¢i prva dva izraza u gornjoj jednadºbi na desnoj strani kao u˜∗ brzina se
moºe izraziti kao:
un = u˜∗ −A−1P ∇p∗d, (4.37)
gdje je:
u˜∗ = A−1P H(u
∗)−A−1P (∇ρ∗)g · x (4.38)
4.14.2. Jednadºba za tlak













+∇ · (pndu∗)− pnd∇ · u∗ + λ
)
+∇ · un = 0. (4.39)
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s · pndfu∗f − pndP
∑
f







gdje je ψk = ∂ρk/∂p, a izvorski £lan je dan kao:
λ =
(ρ∗g · x)− (ρog · x)
∆t
+∇ · ((ρ∗g · x)u∗)− (ρ∗g · x)∇ · u∗, (4.41)
odnosno kada se izvr²i potpuna diskretizacija:
λ =





s · (ρ∗g · x)fu∗f − (ρ∗g · x)
∑
f
s · u∗f . (4.42)
lan un zamijenjen je izrazom iz (4.37). Odnosno, koristi se:
∇ · un = ∇ · u˜∗ −∇ · (A−1P ∇pnd), (4.43)
te kada se diskretizira:∑
f
s · unf =
∑
f
s · u˜∗f −∇ · (A−1P ∇fpnd), (4.44)
gdje se zadnji £lan diskretizira kao difuzijski £lan u Navier-Stokesovim jednadºbama.
Izraz (4.43) omogu¢uje implicitno rje²avanje pnd .
4.14.3. Jednadºba za volumni udio
Ukoliko se jednadºba za volumni udio rje²ava nakon ²to se rije²e jednadºbe za
tlak i brzinu, moºe se iskoristiti un i pn. Linearizirani oblik jednadºbe je [40]:
αn1 − αo1
∆t
+∇ · (αn1un)− αn1∇ · un +∇ · (urαn1 (1− αo1)) = αn1 (1− α∗1)(αsrc), (4.45)










(pn +∇ · (pnun)− pn∇ · un). (4.46)
U gornjim jednadºbama pojavljuju se nestacionarni, konvekcijski i izvorski £lanovi.
Diskretizacija tih £lanova provodi se kao ²to je to bilo prikazano u prethodnim
poglavljima.
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4.14.4. Diskretizacija kompresijskog £lana u jednadºbi za
volumni udio
Diskretizacija zapo£inje integracijom po volumenu:∫
V
∇ · (urαn1 (1− αo1))dV =
∫
S
ds · (urαn1 (1− αo1)) =∑
f





U jednadºbi (4.47) uvedena je supstitucija:
F rb = s · urf (1− αfo1 ) = F r(1− αfo1 ), (4.48)
gdje se koristi vrijednost (1 − αf01 ) iz starog vremenskog koraka ili iteracije zbog
linearizacije. Polje brzine ur se odreuje prema najve¢oj brzini u prijelaznom sloju
[2]. Budu¢i da se kompresija mora odvijati u smjeru okomitom na prijelazni sloj,
maksimalna komponenta brzine mnoºi se s vektorom normale na prijelazni sloj.
Koristi se slijede¢i izraz:






gdje je Kc parametar koji odreuje ja£inu kompresije prijelaznog sloja. n je jedini£ni
vektor normale. Kako se mogu javiti veliki gradijenti u prijelaznom sloju, potrebno
je izgladiti funkciju kako bi se vektor normale mogao odrediti ²to bolje. O na£inu
glaenja funkcije vidjeti [2].
4.14.5. Sprega brzine i tlaka
Sustav jednadºbi koji se rje²avasastoji se od jednadºbi (4.37) i (4.39):













+∇ · (pndu∗)− pnd∇ · u∗ + λ
)
+∇ · un = 0.
U ovom podpoglavlju bit ¢e opisan PISO algoritam koji koristi odvojeni algoritam
rje²avanja sustava. PISO se temelji na iterativnom rje²avanju linearnog sustava jed-
nadºbi. Postupak se ponavlja dok se ne zadovolje jednadºba kontinuiteta i jednadºba
o£uvanja koli£ine gibanja.
Ime PISO je kratica, a puni naziv na engleskom jeziku je "Pressure Implicit with
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Splitting of Operators [43]. Koraci ovog algoritma su slijede¢i:
• Prvo se rje²ava sustav lineariziranih jednadºbi koje predstavljaju modiﬁcirane
Navier-Stokesove jednadºbe, jednadºba (4.37). Time se dobije polje brzine.
Kako bi te jednadºbe bile rje²ive potrebno je polje tlaka koje nije poznato pa
se koristi polje tlaka iz prethodnog vremenskog koraka (ili iz po£etnih uvjeta).
Takoer je potrebno linearizirati konvekcijski £lan i stoga se uzimaju poznati
protoci iz pro²log vremenskog koraka (ili iteracije). Nakon rje²avanja sustava
dobije se aproksimacija novog polja brzine koje nije solenoidalno. Ovaj korak
se zove prediktor koli£ine gibanja (engleski "momentum predictor).
• S novim poljem brzina mogu¢e je deﬁnirati operator (u) ²to omogu¢ava rje²a-
vanje jednadºbe (4.39) za dobivanje tlaka. Ovdje je potrebno napomenuti da
se u slu£aju ovog rje²ava£a ne rje²ava jednadºba za korekciju tlaka (vidjeti [42])
ve¢ jednadºba za dobivanje "ukupnog" polja tlaka.
• Sada se mogu izra£unati novi maseni protoci Ff koji su konzervativni (zado-
voljavaju jednadºbu kontinuiteta). Ti protoci su konzistentni s novim poljem
tlaka. No, sada je potrebno ponovno korigirati polje brzine budu¢i da postoji
novo polje tlaka. Ta korekcija provodi se eksplicitno pomo¢u jednadºbe (4.43).
Eksplicitna korekcija brzine provodi se na temelju razlike izmeu starih i novih
£lanova jednadºbe (4.43). Prvi £lan nosi utjecaj koji je proporcionalan operatoru
H(u), ²to predstavlja utjecaj korekcije brzina u susjednim kontrolnim volumenima.
Drugi £lan je korekcija uslijed utjecaja novog gradijenta tlaka. Budu¢i da se polje
brzine korigira eksplicitno, prvi £lan se u potpunosti zanemaruje. Tada ostaje samo
gradijent tlaka kao utjecajni £lan ²to, naravno, nije to£no. Stoga je potrebno kori-
girati operator H(u) s eksplicitno korigiranim brzinama, ponovno rje²iti jednadºbu
tlaka, te ponavljati taj postupak do konvergencije rje²enja. Dakle, PISO algoritam
se sastoji od implicitnog koraka predikcije koli£ine gibanja (prora£un nesolenoidal-
nog polja brzine s tlakom i protocima iz pro²log vremenskog koraka), te niza rje²enja
jednadºbe za tlak i eksplicitnih korekcija brzine.
Potrebno je napomenuti da su, nakon rje²avanja jednadºbi tlaka, dostupni novi
konzervativni protoci. Pomo¢u njih je mogu¢e korigirati koeﬁcijente u operatoru
H(u). To se u praksi ne radi jer se smatra da je sprega uslijed nelinearnosti manja
od sprege brzine i tlaka [42]. To je posebito vidljivo kod malih vremenskih koraka
gdje se brzine izmeu uzastopnih koraka malo razlikuju. Stoga se koeﬁcijenti u
operatoru H(u) vezani za protoke drºe konstantnim kroz cijeli niz korekcija brzine,
te se mijenjaju samo u slijede¢em vremenskom koraku. Na slici 4.6 je prikazan
dijagram toka PISO algoritma.
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Slika 4.6: Dijagram toka PISO algoritma
4.14.6. Kona£ni algoritam rje²avanja
Prije nego ²to se prikaºe kona£ni algoritam potrebno je napomenuti da je ko-
nvekcijski £lan u Navier-Stokesovoj jednadºbi problemati£an zbog svoje nelinear-
nosti. Budu¢i da PISO algoritam ne razrje²ava nelinearnosti potrebne su vi²estruke
vanjske korekcije kako bi se to rije²ilo. Vi²estruke vanjske korekcije potrebne su i
radi dobivanja novih i boljih vrijednosti gusto¢a s kojima se ulazi u novi vremenski
korak.
Postupak linearizacije omogu¢uje nam zasebno rje²avanje pojedinih jednadºbi s
mogu¢no²¢u vi²estrukih vanjskih korekcijskih ciklusa po jednom vremenskom koraku
kako bi se polja pojedinih rje²enja varijabli spregnula s ostalim ²to bolje. Algoritam
koji sadrºi vi²e vanjskih korektora naziva se PIMPLE algoritam . Unutar svakog
vanjskog korektora implementiran je PISO algoritam. Na kraju svakog vanjskog
korektora ra£una se α1 te se nakon toga odreuje gusto¢a s kojom se ulazi u slijede¢i
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vanjski korektor. Tipi£an broj vanjskih korektora je 4 ili 6, no potrebno je pratiti
vrijednosti reziduala rje²enja kako bi se odredio to£an broj.
Sveukupni algoritam [40]:
Za svaki vremenski korak, napravi
Za svaki vanjski korektor, napravi:
1. rije²i prediktor brzine,
2. izra£unaj u˜∗ pomo¢u (4.38),
3. rije²i (4.39) za pnd ,
4. podrelaksiraj tlak
5. izra£unaj p = pd + ρ · g · x,
6. evaluiraj jednadºbe stanja,
7. izra£unaj αn iz (4.45),
8. namjesti gusto¢e mje²avine.
Zavr²i ciklus vanjskih korekcija
Zavr²i vremenski korak
U ovom poglavlju prikazana je diskretizacija standardne transportne jednadºbe
te diskretizacija matemati£kog modela kori²tenog u ovom radu. Takoer je opisana
sprega jednadºbi brzine i tlaka. U slijede¢em poglavlju bit ¢e prikazani validacij-
ski slu£ajevi koji uklju£uju: duboku eksploziju, eksploziju pod krutom plo£om i
eksploziju pod slobodnom povr²inom.
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5. Validacijski slu£ajevi
U prethodnom poglavlju dana je diskretizacija standardne transportne jednadºbe
i jednadºbi matemati£kog modela implemetiranog u ovom radu uz opis sprege jed-
nadºbi brzine i tlaka. U ovom poglavlju biti ¢e prikazana izvedba matemati£kog
modela dinamike sferi£nog mjehuri¢a. Takoer je dana teorija koja opisuje po-
dvodne eksplozije. Na kraju su predo£eni rezultati validacijskih slu£ajeva.
Za sve simulacije kori²ten je programski paket OpenFOAM. Ovim programom
mogu¢e je rije²ti probleme vezane uz dinamiku ﬂuida uz modeliranje kemijskih reak-
cija, turbulencije i prijenosa topline. Takoer je mogu¢e rje²avanje problema neline-
arne dinamike elasti£nih tijela i elektromagnetizma. U sebi dodatno sadrºava alate
za generiranje prora£unskih mreºa, a za analizu rezultata koristi program ParaView.
5.1. Dinamika sferi£nog mjehuri¢a
Lord Rayleigh prvi je istraºivao kavitacijske mjehuri¢e te je u kona£nici posta-
vio model koji je danas poznat pod imenom Rayleighev model [44]. Rayleighev
model pojednostavljena je verzija Navier-Stokesovih jednadºbi u radijalnom smjeru
pretpostavljaju¢i formaciju i kolapsiranje sferi£nog mjehuri¢a u beskona£nom me-
diju [45]. Rayleigh-Plessetova jednadºba je Rayleighev model u koju su uklju£eni
izrazi za povr²insku napetost, viskoznost teku¢ine te sastav plinova unutar mje-
huri¢a. Usprkos jednostavnosti, Rayleigh-Plessetov model dobro predvia ve¢inu
slu£ajeva s osciliraju¢im mjehuri¢ima [44].
5.1.1. Izvod Rayleigh-Plessetove jednadºbe
Uzmimo u obzir sferi£ni mjehuri¢ radijusa, R(t) (gdje je t vrijeme), u besko-
na£noj domeni teku¢ine £iji su temperatura i tlak okolo mjehuri¢a ozna£eni s T∞ i
p∞(t). Pretpostavlja se da je T∞ konstantna budu¢i da su gradijenti temperature
eliminirani a priori te se uniformno grijanje teku¢ine uslijed unutarnjih toplinskih
izvora i radijacije zanemaruje. S druge strane, pretpostavljeno je da je vrijednost
tlaka p∞(t), poznata (mogu¢e i kontrolirana) ²to regulira nastajanje ili kolaps mje-
huri¢a [45].
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Iako kompresibilnost teku¢ine moºe imati vaºnu ulogu u kontekstu kolapsa mje-
huri¢a, pretpostavlja se da je gusto¢a teku¢ine, ρL, konstantna. Nadalje, dinami£ka
viskoznost, µL, smatra se konstantnom i uniformnom. Takoer je pretpostavljen
homogeni sastav plinova unutar mjehuri¢a te se iznosi temperature i tlaka, TB(t) i
pB(t), unutar mjehuri¢a smatraju uniformnima [45]. Radijus mjehuri¢a, R(t), biti
Slika 5.1: Shema sferi£nog mjehuri¢a u beskona£nom ﬂuidu [11].
¢e rezultat ove analize. Kao ²to je prikazano na slici 5.1. radijalna pozicija unutar
teku¢ine ozna£ena je udaljeno²¢u, r, od centra mjehuri¢a. Tlak, p(r, t), radijalna
brzina od centra prema van, u(r, t) i temperatura, T (r, t), ozna£eni su takoer kako





gdje je F (t) ovisi o R(t) preko kinemati£kog rubnog uvjeta na povr²ini mjehuri¢a.
U idealnom slu£aju nepostoje¢eg transporta mase kroz granicu dvaju ﬂuida vrijedi
u(R, t) = dR/dt i stoga:




Jednadºba (5.2) zadovoljavaju¢a je aproksimacija i uslijed pojave kondenzacije
ili isparavanja na granici dvaju ﬂuida. Za demonstraciju, potrebno je zamisliti mje-
huri¢ pare [45]. Volumni protok pare u procesu isparavanja mora biti jednak brzini
rasta mjehuri¢a, 4piR2dR/dt, i stoga maseni protok pare u procesu isparavanja mora
biti ρV (TB)4piR2dR/dt gdje je ρV (TB) gusto¢a zasi¢ene pare pri temperaturi unutar
mjehuri¢a, TB. To, s druge strane, mora biti jednako masenom protoku nadolaze¢e
teku¢ine £iji je smjer suprotan ²irenju mjehuri¢a i stoga je njena brzina dana izrazom
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U mnogim prakti£nim slu£ajevima ρV (TB) << ρL i stoga se aproksimacijska
forma jednadºbe (5.2) moºe smatrati adekvatnom.









































Primje¢ujemo da su viskozni £lanovi jednadºbe nestali; jedini doprinos viskoz-
nosti u Rayleigh-Plesset jednadºbi dolazi od rubnog uvjeta na povr²ini mjehu-













poslije primjene uvjeta p −→ p∞ kada r −→ r∞.
Sada je potrebno postaviti dinami£ki rubni uvjet na povr²ini mjehuri¢a. U tu
svrhu u obzir uzimamo kontrolni volumen koji se sastoji od malenog, beskona£no
tankog listi¢a koji sadrºi dio slobodne povr²ine, slika 5.2.
Rezultantna sila na taj volumen u radijalnom smjeru prema van po jedinici
povr²ine je:
(σrr)r=R + pB − 2S
R
, (5.8)
ili, budu¢i da je:
σrr = −p+ 2µL∂u
∂r
, (5.9)
rezultantna sila po jedinici povr²ine je:
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Slika 5.2: Dio povr²ine sferi£nog mjehuri¢a [11].
U odsutnosti transfera mase kroz povr²inu mjehuri¢a (isparavanje ili kondenza-
cija) ova sila mora iznositi nula. Zamjena £lana (p)r=R iz jednadºbe (5.10) s izrazom






















Uz zadani p∞(t)i uz poznavanje pB(t) mogu¢e je izra£unati R(t) pomo¢u jednadºbe
(5.11).
5.1.2. Podvodne eksplozije (UNDEX)
Po£etni uvjeti
UNDEX (eng. "Underwater Explosions") se odnosi na detonaciju eksplozivnih
naprava pod vodom. Slika 5.3. shematski prikazuje podvodnu eksploziju. Eksploziv
je detoniran na nekoj dubini d relativno u odnosu na slobodnu povr²inu, mogu¢e
blizu £vrstog objekta. Fizika same eksplozije vrlo je kompleksna; kemijske promjene
nastaju vrlo rapidno tijekom detonacijskog procesa i to u vrlo kratkom vremenskom
roku.
Hidrodinami£ke pojave odmah nakon eksplozije modeliraju se pretpostavljaju¢i
da se sav materijal pretvorio u plin visoke gusto¢e i visokog tlaka [40]. Bilo kakve
krute £estice i drugi ostaci eksplozivne naprave su ignorirani. Rezultiraju¢i model
sli£an je trodimenzionalnom sferi£nom tla£nom valu. Po£etni uvjeti diskontinuirani
su na po£etnom radijusu mjehuri¢a u vremenu t = 0. Uslijed velikih skokova tlaka
i gusto¢e u po£etnim uvjetima, podvodne eksplozije su ve¢inom inercijske prirode
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[40]. U tom slu£aju, povr²inska napetost te viskozni efekti imaju vrlo malu ulogu u
rje²avanju podvodnih eksplozija.
Modeliranje pretvorbe eksploziva u efektivni tlak i gusto¢u za hidrodinami£ko
modeliranje podvodne eksplozije predstavljeno je u [46], u izvje²tajima "Oﬃce of
Naval Research" te u [31]. Ve¢ina modela pretpostavlja da je ukupna masa eksplo-
ziva pretvorena u masu plina. Za plin je pretpostavljeno da se pona²a izentropski
uz γ = 1.25. Za po£etno stanje mjehuri¢a pretpostavljeno je da nema brzine. Pre-
Slika 5.3: Shema podvodne eksplozije [5].
ostaju samo tri nepozanice koje je potrebno odrediti: po£etni tlak, po£etni radijus
mjehuri¢a te izentropska konstanta. Poznavaju¢i bilo koje dvije od njih, tre¢u je
mogu¢e izra£unati.
Empirijske jednadºbe kori²tene su kako bi se odredili po£etni tlak i radijus poz-







gdje jeW masa eksploziva u ekvivalentnim gramima TNT-a, V je volumen mjehuri¢a
u cm3, σ je povr²inska napetost, a pR je dan u kbar. U [34] je dana jednadºba
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gdje je W u kg, V0 u m3, p0 u Pa. Ukoliko se postavi γ = 1.25 te se napravi
pretvorba jedinica izrazi (5.12) i (5.13) postaju jednaki. U [16] se takoer moºe




















U (5.14), masa eksplozivaW je dana u kilogramima, a radijusi R0 i Rm su u metrima.
Tlak ∆p je uzet kao okolni tlak p∞. U [34] se takoer moºe prona¢i empirijska
jednadºba za maksimalni radijus mjehuri¢a






Koriste¢i (5.15) i (5.14), zajedno s (5.12) ili (5.13), mogu¢e je u potpunosti deﬁnirati
po£etne uvjete.
Hidrodinamika podvodne eksplozije
Dinamika podvodnog mjehuri¢a sli£na je sustavu mase i opruge. Vrlo visoki tlak
unutar mjehuri¢a koji nastaje uslijed eksplozije uzrokuje usporeno kretanje ﬂuida
prema van. Istovremeno se oslobaaju tla£ni valovi koji putuju od mjehuri¢a kroz
vodu prema van do ekspanzijski valovi putuju prema centru mjehuri¢a. Uslijed
svoje inercije, mjehuri¢ ¢e ekspandirati pri £emu ¢e se iznos tlaka unutar njega
smanjiti do djeli¢a hidrostatskog tlaka ﬂuida koji ga okruºuje. Nakon toga po£inje
ubrzana kontrakcija mjehuri¢a. Ta kontrakcija uzrokovana je hidrostatskim tlakom
okolnog ﬂuida. Proces ¢e trajati dok tlak unutar mjehuri¢a ne poraste i opet pokrene
njegovu ekspanziju. Iz takvog pona²anja slijedi zaklju£ak da elasti£na svojstva plina
i ﬂuida dovode do uvjeta koji podsje¢aju na oscilatorni sustav. Ovaj proces se naziva
oscilacija mjehuri¢a [32].
Tijekom kontrakcijske faze pulzacije mjehuri¢a, varijacije u tlaku okolnog ﬂuida
mogu prouzrokovati razli£itu brzinu kontrakcije razli£itih dijelova mjehuri¢a. Vari-
jacije u tlaku mogu biti uzrokovane migracijom mjehuri¢a, blizinom £vrstog objekta,
uslijed prirodnog gradijenta tlaka s promjenom dubine, te ostalim poreme¢ajima. Te
varijacije u vanjskom tlaku ¢e uzrokovati ve¢e ubrzanje ﬂuida prema unutra na odre-
enim dijelovima povr²ine mjehuri¢a. Dijelovi povr²ine mjehuri¢a na koje djeluje
ﬂuid s ve¢im ubrzanjem formirat ¢e mlaz u zavr²etku kontrakcijske faze pulzacije
mjehuri¢a. Mlaz moºe uvelike varirati u veli£ini te ja£ini ²to ovisi o faktorima koji
dovode do njegova formiranja. Ovaj se fenomen naziva "bubble jetting" [32].
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Tri su karakteristi£na slu£aja u vezi podvodnih eksplozija: eksplozija okruºena
kontinuiranim medijem, eksplozija u blizni slobodne povr²ine te eksplozija u blizini
£vrstog objekta. Kao ²to je ve¢ napomenuto, kolaps mjehuri¢a uvjetovan je mnogo-
brojnim ﬁzikalnim faktorima. Neki od faktora su: gradijent hidrostatskog tlaka kao
funkcija dubine, migracija mjehuri¢a te blizina £vrste granice.
Utjecaj gradijenta tlaka na stvaranje mlaza mnogo je izraºeniji kod velikih mje-
huri¢a nego kod malih, primjerice kavitacijskih mjehuri¢a. U slu£aju ve¢eg mjehuri¢a
hidrostatski tlak u podnoºju mjehuri¢a moºe biti i dvostruko ve¢i nego vrhu. Na-
suprot gore spomenutom slu£aju, migracija mjehuri¢a dovodi do stvaranja mlaza
kako kod velikih tako i kod malih mjehuri¢a. U pravilu, kretanje mjehuri¢a prema
gore uzrokovano je uzgonom. Posljedica toga je ²to ve¢e brzine pri vrhu mjehuri¢a
uzrokuju pad hidrostatskog tlaka dok je u podnoºju stagniraju¢i reºim ²to dovodi
do pove¢anja tlaka. Ovaj fenomen u sprezi s oscilacijom mjehuri¢a dovodi do pojave
mlaza, obi£no pred kraj ciklusa oscilacija. Nadalje, blizina £vrste granice moºe uve-
like utjecati na pojavu mlaza, slika 5.4. Kada mjehuri¢ oscilira blizu tijela, ﬂuid u
Slika 5.4: Shema podvodne eksplozije blizu £vrste granice [14].
blizini tijela ima ve¢u brzinu nego ﬂuid koji se nalazi oko ostalih dijelova mjehuri¢a.
Taj pad tlaka u ﬂuidu blizu tijela generirat ¢e migraciju mjehuri¢a prema tijelu.
Kada mjehuri¢ doe u kontakt s tijelom, u fazi ekspanzije, voda ispod mjehuri¢a
moºe posti¢i vrlo velike brzine. Tome je uzrok i sama priroda oscilacije mjehuri¢a.
Kako mjehuri¢ ekspandira, unutarnji se tlak moºe spustiti do malenog dijeli¢a hi-
drostatskog tlaka ﬂuida koji ga okruºuje. Rezultat je mlazni udar donje povr²ine
mjehuri¢a u tijelo. Kona£no, zavisno o na£inu zajedni£kog djelovanja raznih £im-
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benika koji utje£u na kolaps mjehuri¢a i stvaranje mlaza, oni mogu uzrokovati ja£i
intenzitet mlaza ali, takoer, i smanjiti njegov intezitet.
5.2. Duboka eksplozija
Dinamika mjehuri¢a koji nastaje nakon eksplozije opisana je u podpoglavlju
5.1.2. Jednadºba kojom se opisuje dinamika je Rayleigh-Plesset jednadºba (5.11).
Testni slu£aj duboke eksplozije prikazan je u [40] u kojem su rezultati usporeeni
s onima u [32]. Po£etni radijus mjehuri¢a je R0 = 0.0667815 m te je njegovo sredi²te
u ishodi²tu koordinatnog sustava. Dubina eksplozije 0.3 kg TNT-a je 167.64 m.
Po£etni tlak unutar mjehuri¢a je pG0 = 1.31 · 108 Pa. U tablicama 5.1 i 5.2 dana su
svojstva medija potrebna za simulacije.
Tablica 5.1: Svojstva plina.
Kinemati£ka viskoznost, ν 1.589 · 10−5 m2/s
Masena plinska konstanta, R 300 J/kgK
Omjer speciﬁ£nih toplina, γ 1.25
Gusto¢a, ρ 1 m3
Adijabatska konstanta, ac 138999.59 m2/s2
Tablica 5.2: Svojstva vode.
Kinemati£ka viskoznost, ν 1 · 10−6 m2/s
Po£etna gusto¢a, ρ0 1025 m3
Po£etni tlak, p0 1786987.1 Pa
Kompresibilnost vode, ψ 4.54 · 10−7 s2/m2
Temperatura, T 300 K
Gusto¢a, ρ 1025 m3




∇ Gaussova linearna shema
∇· Gaussove sheme
∇ · ∇ Gaussova linearna shema s neortogonalnom korekcijom
Interpolacijske sheme Linearna interpolacija
∇⊥ Gaussova linearna shema s korekcijom
U tablici 5.3 su prikazane numeri£ke sheme diskretizacije. Za vremenske deri-
vacije kori²tena je Eulerova implicitna shema prvog reda to£nosti dok su za dis-
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kretizaciju gradijenata, konvekcijskih £lanova te difuzijskih £lanova kori²tene Ga-
ussove sheme. Postoje razlike izmeu shema kori²tenih za diskretizaciju konvekcij-
skog £lana; ve¢inom su to TVD sheme (npr. vanLeer limited) ili uzvodne sheme
prvog reda to£nosti. Ovakve numeri£ke sheme diskretizacije vrijede za sve simula-
cije.
Tablica 5.4: Parametri prora£una.
Broj vanjskih korektora 4
Broj unutarnjih korektora 2
Podrelaksacijski faktor za pd 0.5
Podrelaksacijski faktor za u 0.7
Maksimalni Courant-ov broj 10
Na slici 5.5a je prikazana domena na kojoj su vr²ene simulacije. To je kuglin
isje£ak £iji kut iznosi θ = 5◦, slika 5.5b. Polumjer domene je R = 50 m ²to je
dovoljno kako bi utjecaj tla£nih valova koji se odbijaju od ruba domene bio umanjen.
Budu¢i da je eksplozija osnosimetri£na mogu¢e je simulirati na dijelu ukupne domene
radi smanjenja ra£unalnog vremena. Na slici 5.5a su takoer prikazane granice s
pripadaju¢im nazivima. Tablica 5.4 prikazuje parametre prora£una dok tablica 5.5
prikazuje rubne uvjete koji su implementirani na odreenim granicama.
(a) Granice domene. (b) Kut isje£ka.
Slika 5.5: Prikaz domene.
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Tablica 5.5: Rubni uvjeti.
Granica α1 pd u
Strana simetrije symmetryPlane symmetryPlane symmetryPlane
Daleko polje inletOutlet uniform 0 zeroGradient fixedValue (0 0 0)
NagibA wedge wedge wedge
NagibB wedge wedge wedge
Ra£unalna mreºa je radijalno simetri£na, slika 5.6. U intervalu R ∈ (0, 0.55)
kontrolni volumeni su jedanke duljine koja se postupno pove¢ava prema kraju do-
mene. Broj kontrolnih volumena je 11275. Budu¢i da je slu£aj 2D, broj kontrolnih
volumena u z smjeru je 1 ²to je pravilo u OpenFOAM-u.
Slika 5.6: Prikaz mreºe.
Po£etni vremenski korak je ∆t = 10−7s (ovo vrijedi za sve validacijske slu£ajeve)
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Rezultati
Slika 5.7 prikazuje promjenu radijusa u ovisnosti o vremenu. Na slici 5.8 su
prikazani rezultati dobiveni u [40]. Na toj slici je potrebno promotriti krivulju
koja je dobivena na mreºi s h = 0.0100 m u intervalu R ∈ (0, 0.55) jer je takva
mreºa kori²tena u ovom radu. Rezultati se dobro poklapaju s onima u [40] i [32].
Maksimalni radijusi koji se postiºu su jednaki ali se razlikuju u vremenu pri kojem
se dostiºu. U ovom radu maksimalni radijus se postiºe u vremenu t = 0.0075 s dok
je to u [40], t = 0.01 s. Takoer je vremenski pomaknut kraj prvog ciklusa koji je
u ovom radu malo iza t = 0.015 s, a u [40] oko t = 0.02 s. Ovakve razlike mogu se
pripisati promjenama koje su se napravile na rje²ava£u koje npr. uklju£uju razli£ito
tretiranje pojedinih £lanova u jednadºbama radi stabilnosti simulacija. Rezultati
se u jednom i u drugom slu£aju ne poklapaju s teorijskim dobivenim rezultatim
rje²avaju¢i Rayleigh-Plesset jednadºbu. Nekoliko je mogu¢ih razloga: tretiranje vode
kao kompresibilne, neuniforman tlak u mjehuri¢u, uklju£ivanje viskoznih efekata itd.
Slike 5.9-5.10 prikazuju proﬁl mjehuri¢a u speciﬁ£nim fazama osciliranja. Pro-
mjene mjehuri¢a slijede one opisane teorijom i provjerene eksperimentom [32]. Kada
se radijus pribliºava maksimalnom, ekspanzija usporava. Mjehuri¢ ostaje pri mak-
simalnom radijusu neko vrijeme te po£inje ubrzana kontrakcija. Pri kraju prvog
ciklusa mjehuri¢ se po£inje deformirati te poprima oblik torusa. Takva promjena
proﬁla moºe se vidjeti u eksperimentima (vidjeti u [44]).
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Slika 5.7: Promjena radijusa mjehuri¢a u vremenu.
Slika 5.8: Promjena radijusa mjehuri¢a u vremenu [5].
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Slika 5.9: Prikaz mjehuri¢a na: po£etku simulacije (lijevo) i pri maksimalnom radi-
jusu (desno).
Slika 5.10: Prikaz mjehuri¢a na: kraju prvog ciklusa (lijevo) i po£etku drugog ciklusa
(desno).
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Slika 5.11 prikazuje promjenu tlaka u sredi²tu mjehuri¢a. Zbog boljeg pregleda
slike, izba£en je po£etni vremenski korak u kojem tlak iznosi 1.31 · 108 Pa te je time
smanjena slika i dobivena je bolja rezolucija. Vidljivo je naglo opadanje u po£etku
simulacije koje usporava te stagnira na odreenoj vrijednosti (≈ 10 Pa) koja je vrlo
mala. Ta vrijednost je odreena kao grani£na vrijednost unutra numeri£kih postavki
ispod koje tlak ne moºe i¢i. Tlak po£inje naglo rasti kako kre¢e kontrakcija. Tlak
doseºe vrijednost koja je manja nego po£etni tlak. Kako po£inje druga ekspanzija,
tlak opet po£inje opadati.
Na slici 5.12 vidljiva je promjena gusto¢e. Kao i tlak ona ubrzano opada na
samom po£etku te nakon nekog vremena postiºe odreenu vrijednost na kojoj se
nalazi neko vrijeme. To je logi£no budu¢i da se volumen pove¢ava ekspanzijom, a
masa ostaje ista ²to se moºe vidjeti na slici 5.14. Kada po£inje kontrakcija vrijednost
gusto¢e ponovo raste.
Promjena brzina je prikazana na slici 5.13. Njene promjene takoer sli£e na pro-
mjenu tlaka ²to je i o£ekivano budu¢i da pri kontrakciji postoji akceleracija odnosno
pri ekspanziji postoji deceleracija te brzina izmeu tih dogaaja stagnira.
Kao ²to je gore napomenuto, na slici 5.14 je prikazana promjena mase plina.
Moºe se re¢i da je ona konstantna. Potrebno je napomenuti da su ﬂuktuacije zane-
marive budu¢i da su najve¢a odstupanja od srednje vrijednosti 0.003122 kg reda ve-
li£ine 10−6. Fluktuacije koje su vidljive na samom po£etku i oko trenutka ≈ 0.015 s
mogu se pripisati naglim promjenama tlaka. Moºe se uo£iti smanjenje mase pri
ekspanziji odnosno pove¢anje pri kontrakciji budu¢i da ﬂuktuacije odgovaraju tim
trenucima.
Prora£un je proveden serijski na jednoj jezgri te je trajao 27.8 h na ra£unalu s
karakteristikama: Intel Core 2 Quad CPU Q6600 @ 2.4 GHz 8 GiB.
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Slika 5.11: Promjena tlaka u sredi²tu mjehuri¢a.
Slika 5.12: Promjena gusto¢e u sredi²tu mjehuri¢a.
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Slika 5.13: Promjena brzine u sredi²tu mjehuri¢a.
Slika 5.14: Promjena mase plina u vremenu.
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5.3. Eksplozija ispod krute plo£e
Na slici 5.15 prikazana je shema eksplozije ispod krute plo£e sa ulaznim podacima
potrebnim za simulacije. Rezultati simulacije usporeivani su s onima danim u [35].
Slika 5.15: Shema eksplozije ispod krute plo£e.
Na slici 5.16 je prikazan domena na kojoj su izvr²ene simulacije. Ovdje je jo²
uvijek zanemarena slobodna povr²ina zbog dovoljno velike dubine. To je isje£ak
iz cilindra £iji kut takoer iznosi θ = 5◦. Dimenzije domene su: 10 × 10 m.
Komponenta u z smjeru ra£una se prema izrazu: R · cos θ (vidjeti [44]) pri £emu je
R = 10 m to se ti£e svojstva ﬂuida, ona ostaju ista kao i u podpoglavlju 5.2. osim
po£etnog tlaka vode koji za dubinu od 98.5 m iznosi p0 = 1067285 Pa.
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Slika 5.16: Granice domene.
Slika 5.17: Kruta plo£a.
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Tablica 5.6 prikazuje rubne uvjete koji su postavljeni na pojedine granice, a
tablica 5.7 prikazuje parametre prora£una.
Tablica 5.6: Rubni uvjeti.
Granica α1 pd u
Nepropusni zid zeroGradient zeroGradient fixedValue (0 0 0)
Daleko polje inletOutlet uniform 0 zeroGradient fixedValue (0 0 0)
NagibA wedge wedge wedge
NagibB wedge wedge wedge
Tablica 5.7: Parametri prora£una.
Broj vanjskih korektora 4
Broj unutarnjih korektora 2
Podrelaksacijski faktor za pd −
Podrelaksacijski faktor za u 0.3
Maksimalni Courant-ov broj 2
Slike 5.18 i 5.19 prikazuju prora£unske mreºe. Mreºa je gu²¢a blizu plo£e te
su kontrolni volumeni jednake duljine kako bi se ²to bolje uhvatile ﬁzikalne pojave
nakon eksplozije. Interval tog podru£ja iznosi 1 m. Udaljavanjem od plo£e u svim
smjerovima mreºa postaje rjea budu¢i da tamo nema potrebe za velikim brojem
kontrolnih volumena. Ukupni broj kontrolnih volumena je 73350. Slu£aj je 2D pa
je broj kontrolnih volumena u z smjeru 1. Unutar po£etnog mjehuri¢a je u x smjeru
11, a u y smjeru 4 kontrolna volumena. Volumen neposredno ispod plo£e i pokraj
osi simetrije ima duljinu u y smjeru 3.33 · 10−3 m, a u x smjeru 1.24 · 10−3 m te
postepeno raste s koeﬁcijentom 15 do ruba plo£e.
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Slika 5.18: Mreºa u cijeloj domeni.
Slika 5.19: Mreºa blizu krute plo£e.
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Rezultati
Slike 5.20-5.22 prikazuju polje tlaka. Vidljivo je kako inicijalni udarni val putuje
prema rubu plo£e. Kako vrijeme prolazi, udarni val doseºe rub plo£e te se zavija
oko nje i propagira prema osi simetrije. Istovremeno se val ²iri prema unutra²njosti
domene.
Slike 5.25-5.27 prikazuju proﬁl mjehuri¢a. Radijus mjehuri¢a ne podlijeºe utje-
caju tla£nog vala. Teorijska razmatranja u [32] (podpoglavlje 5.1.2.) opisuju oscila-
ciju mjehuri¢a ispod krute plo£e. Takvo pona²anje mjehuri¢a moºe se primjetiti u
ovom radu. Oko trenutka t = 18.5 ms vidljiv je proboj vodenog mlaza kroz sredinu
mjehuri¢a te nakon toga potpuno probijanje i udar u plo£u. Nakon udara mlaza u
plo£u mjehuri¢ poprima oblik torusa koji se polagano udaljuje od centra simetrije.
Rezultati se vrlo dobro poklapaju s rezultatima u [35]. Kada se pogledaju slike
tlaka iz [35] 5.23-5.24 poklapanja su o£ita. Meutim, tla£ni val je za isti vremenski
trenutak uvijek ne²to dalje u radijalnom smjeru u njihovom slu£aju. Slike 5.28-5.29
prikazuju promjenu proﬁla mjehuri¢a iz [35]. Kod njih je plavom bojom ozna£en
mjehuri¢ plina. Proﬁli mjehuri¢a ostaju sli£ni sve do trenutka ≈ 8 ms. U njihovom
slu£aju se vodeni mlaz javlja oko trenutka t = 12 ms. Mogu¢i razlog tome je ²to se
u [35] koristi Taitova jednadºba stanja za vodu odnosno JWL jednadºba za ra£u-
nanje tlaka i gusto¢e unutar mjehuri¢a. JWL jednadºba uzima u obzir eksplozivni
materijal. Taitova jednadºba je posebna jednadºba stanja za teku¢ine koja sluºi
za povezivanje gusto¢e i tlaka. Takoer koriste metodu proﬁnjena mreºe s po£et-
nom mreºom od 102400 kontrolnih volumena i dvije razine adaptacije mreºe ²to im
omogu¢uje bolje hvatanje tranzijentnih pojava.
Slike 5.30-5.31 prikazuju promjenu tlaka u vremenu. Ovdje je takoer izba£en
po£etni vremenski korak zbog istih razloga kao i u prethodnom slu£aju. Na slici
5.30 vidljiv je isti trend kao i u slu£aju s dubokom eksplozijom. Slika 5.31 prika-
zuje promjenu tlaka u tri to£ke ispod plo£e. Kao ²to je i o£ekivano najve¢i tlak
pojavljuje se u to£ki koja leºi na osi simetrije, posebno u trenutku udara vodenog
mlaza (≈ 19 ms) i iznosi oko 4 · 107 Pa. Udaljavanjem od osi simetrije iznosi tlakova
padaju. Na slici je L = 0.889 m polumjer plo£e te je graf promjene tlaka u toj to£ki
ozna£en zelenom bojom. Veliki iznosi tlakova vidljivi su i na po£etku simulacije ²to
je vjerojatno posljedica tla£nog vala koji se ²iri prema van nakon same eksplozije.
Slika 5.32 prikazuje promjenu mase plina te se vide ﬂuktuacije koje su reda
veli£ine 10−3. One su vrlo vjerojatno posljedica zaustavljanja simulacija te njihovog
ponovnog pokretanja. Osim toga vidljivo je da je masa konstantna cijelo vrijeme.
Prora£un je proveden paralelno na £etiri jezgre te je trajao 47.6 h na ra£unalu s
karakteristikama: Intel Core i7-3770 CPU @ 3.4 GHz 15.6 GiB.
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Slika 5.20: Prikaz tlaka nakon: 0.1 ms (lijevo) i 0.2 ms (desno)
Slika 5.21: Prikaz tlaka nakon: 0.4 ms (lijevo) i 0.6 ms (desno)
Slika 5.22: Prikaz tlaka nakon: 0.8 ms (lijevo) i 1 ms (desno)
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Slika 5.23: Prikaz tlaka iz [16] nakon: 0.1 ms (lijevo) i 0.4 ms (desno)
Slika 5.24: Prikaz tlaka iz [16] nakon: 0.8 ms (lijevo) i 1 ms (desno)
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Slika 5.25: Volumni udio mjehuri¢a nakon: 1 ms (lijevo) i 4 ms (desno)
Slika 5.26: Volumni udio mjehuri¢a nakon: 8 ms (lijevo) i 15 ms (desno)
Slika 5.27: Volumni udio mjehuri¢a nakon: 18.5 ms (lijevo) i 20 ms (desno)
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Slika 5.28: Volumni udio mjehuri¢a iz [16] nakon: 1 ms (lijevo) i 8 ms (desno)
Slika 5.29: Volumni udio mjehuri¢a iz [16] nakon: 11 ms (lijevo) i 12 ms (desno)
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Slika 5.30: Promjena tlaka u centru mjehuri¢a.
Slika 5.31: Prikaz tlaka na plo£i.
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Slika 5.32: Promjena mase plina u vremenu.
5.4. Eksplozija pod slobodnom povr²inom
Redoslijed dogaaja kod eksplozija ispod slobodne povr²ine moºe se podijeliti na
tri glavna dijela: dolazak primarnog tla£nog vala do povr²ine, doticaj ruba mjehuri¢a
i slobodne povr²ine te proboj plinova u atmosferu [46]. Kretanje vode u smjeru
slobodne povr²ine ne nailazi na prepreku kada tla£ni val dosegne slobodnu povr²inu.
Razlog tome je ²to zrak iznad slobodne povr²ine ne moºe pruºiti dovoljan otpor
svojom kompresijom. Kao rezultat toga se odbijeni tla£ni val i nadolaze¢i tla£ni val
poni²tavaju te je njihov zbroj prakti£ki nula. Nakon same eksplozije, voda je u blizini
povr²ine mjehuri¢a izba£ena uvis brzinom koja je proporcionalna tla£nom valu koji
nadolazi ispod tog sloja vode. U idu¢em trenutku se iznad mjesta eksplozije stvara
kupola vode "bjelkaste" boje. Podru£ja dalje od eksplozije su poreme¢ena mnogo
manje, ali se moºe vidjeti prsten vode koja se naizgled £ini crnom, koji se brzo ²iri od
eksplozije stotinama metara. Ukoliko je mjehuri¢ dovoljno blizu slobodne povr²ine,
postoji mogu¢nost njenog reme¢enja i prije kona£nog proboja plinova [46].
U ovom slu£aju simulirana je eksplozija 0.3 kg TNT-a (kao u slu£aju duboke
eksplozije) na dubini od 6 m. Po£etni radijus mjehuri¢a je R0 = 0.6 m, a po£etni
tlak unutar mjehuri¢a je pG0 = 72.7 · 106 Pa. Svojstva atmosferskog zraka i plina
unutar mjehuri¢a ostaju ista. to se ti£e vode, jedino se mjenja referentni tlak koji
sada iznosi p0 = 101325 Pa.
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Tablica 5.8: Rubni uvjeti.










Daleko polje zeroGradient zeroGradient zeroGradient
NagibA wedge wedge wedge
NagibB wedge wedge wedge
Na slici 5.33 prikazan je domena s nazna£enim granicama. Dimenzije domene su:
50 × 100 m. Komponenta u z smjeru ra£una se kao i u slu£aju s krutom plo£om.
U tablici 5.8 su prikazani rubni uvjeti pridodani svakoj granici, a u tablici 5.9 su
prikazani parametri prora£una.
Slika 5.33: Prikaz domene.
Tablica 5.9: Parametri prora£una.
Broj vanjskih korektora 4
Broj unutarnjih korektora 2
Podrelaksacijski faktor za pd −
Podrelaksacijski faktor za u 0.7
Maksimalni Courant-ov broj 6
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Slika 5.34 prikazuje mreºu na podru£ju cijele domene. Mreºa je najgu²¢a oko
slobodne povr²ine budu¢i da se tamo odvijaju najzanimljivije pojave ²to se vrlo
dobro moºe vidjeti na slici 5.35. Ukupni broj kontrolnih volumena je 129360. Slu£aj
je 2D pa je broj kontrolnih volumena u z smjeru 1. Unutar mjehuri¢a su u oba smjera
11 kontrolnih volumena. Dimenzije kontrolnih volumena ispod i iznad slobodne
povr²ine su 0.053 m.
Slika 5.34: Mreºa u cijeloj domeni.
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Slika 5.35: Mreºa kod slobodne povr²ine.
Rezultati
Slike 5.36-5.39 prikazuju proﬁl mjehuri¢a u pojedinim trenucima simulacije. Cr-
venom bojom su ozna£eni mjehuri¢ i atmosfera iznad slobodne povr²ine. Uo£ljiva je
"razmazanost" prijelaznog sloja koja je sve izraºenija nakon 0.25 s. Ona se pojav-
ljuje kada uzgon po£inje djelovati te se donji dio mjehuri¢a po£inje podizati prema
gore. To je o£iti primjer numeri£ke difuzije. Mogu¢i razlog leºi u £injenici ²to je
za interpolaciju konvekcijskog £lana u jednadºbi (3.22) kori²tena TVD shema Gauss
vanLeer01. Budu¢i da je ona kombinacija UD i CD interpolacijskih shema postoji
mogu¢nost da u tom dijelu prevladava UD shema i samim time unosi laºnu difuziju.
Nakon ²to postigne maksimalni radijus, slobodna povr²ina ostaje glatka. Bez ob-
zira na to koli£ina gibanja koju ﬂuid posjeduje nastavlja gurati taj ﬂuid vertikalno.
Zatim slijedi saºimanje mjehuri¢a u toroidalni oblik, slika 5.37 lijevo. Vidljivo je
podru£je zelene boje ²to se takoer moºe pripisati numeri£kim gre²kama. Potom
slijedi druga ekspanzija. Pri tom se povr²ina vode podiºe i okruºuje sredi²nji brijeg.
Oko 1.5 s mjehur se u potpunosti rasipao na sitnije mjehuri¢e koji se svaki zasebno
saºima i potom opet ekspandira. Nakon tre¢e ekspanzije nastaje efekt "krune" na
slobodnoj povr²ini odnosno povr²ina se lomi. Rezultati se dobro poklapaju s eks-
perimentima u [46] i [32], barem u pogledu broja ekspanzija i pojava na slobodnoj
povr²ini.
Slika 5.40 prikazuje promjene tlakova u dvije razli£ite to£ke. Jedan je to£ka centar
mjehura (crna boja) dok druga to£ka odgovara presijecanju mirne slobodne povr²ine
i osi simetrije (crvena boja). Naravno, iznosi tlakova ve¢i su u centru mjehuri¢a te
se u jednom i u drugom slu£aju vrhovi javljaju u trenucima kontrakcije mjehuri¢a.
Fakultet strojarstva i brodogradnje 64
Tomislav Gradin²£ak Diplomski rad
Na slikama 5.37 (lijevo) i slikom 5.38 (desno) na kojima se vide kontrakcije.
Slika 5.41 prikazuje promjenu mase plina. Vrlo veliki iznos mase plina posljedica
je prisutnosti atmosfere iznad slobodne povr²ine. Vidljive su ﬂuktuacije no njihov
je iznos manji od 0.005 % ukupne mase ²to je zanemarivo. Kod prve kontrakcije
vidljiv je nagli pad kao i u slu£aju s dubokom eksplozijom ²to vjerojatno ima veze
s naglom promjenom tlaka.
Prora£un je proveden paralelno na £etiri jezgre te je trajao 34.6 h na ra£unalu s
karakteristikama: Intel Core i5-3570 CPU @ 3.4 GHz 15.6 GiB.
Slika 5.36: Prikaz mjehuri¢a i slobodne povr²ine nakon: 0 s (lijevo) i 0.5 s (desno)
Slika 5.37: Prikaz mjehuri¢a i slobodne povr²ine nakon: 0.75 s (lijevo) i 1 s (desno)
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Slika 5.38: Prikaz mjehuri¢a i slobodne povr²ine nakon: 1.25 s (lijevo) i 1.5 s (desno)
Slika 5.39: Prikaz mjehuri¢a i slobodne povr²ine nakon: 1.75 s (lijevo) i 2 s (desno)
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Slika 5.40: Promjena tlaka u pojedinim to£kama.
Slika 5.41: Promjena mase plina u vremenu.
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U ovom poglavlju prikazana je izvedba matemati£kog modela dinamike sferi£nog
mjehuri¢a uz teoriju koja opisuje podvodne eksplozije. Takoer su prikazani rezultati
validacijskih slu£ajeva. U slijede¢em poglavlju biti ¢e prikazani rezultati simulacije
ubrizgavanja metala pri velikim brzinama u kalup.
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6. Ubrizgavanje teku¢eg metala u
zatvoreni kalup
U ovom poglavlju biti ¢e prikazana geometrija i numeri£ke postavke slu£aja ubriz-
gavanja teku¢eg metala u kalup. Takoer ¢e biti dani rezultati simulacija.
Ubrizgavanje teku¢eg metala u kalup pri velikim brzinama spada u klasu struja-
nja ﬂuida sa slobodnom povr²inom u kojima je jedna faza kompresibilna. U ovom
radu za simulacije je uzet aluminij kao metal. Svojstva teku¢eg aluminija i plina
dani su u tablicama 6.1 i 6.2. Svojstva aluminija preuzeta su iz [47] i [48]. Podaci
za ulaznu brzinu i geometrija uzeti su iz [49].
Tablica 6.1: Svojstva plina.
Kinemati£ka viskoznost, ν 1.589 · 10−5 m2/s
Masena plinska konstanta, R 300 J/kgK
Omjer speciﬁ£nih toplina, γ 1.3
Gusto¢a, ρ 1 m3
Adijabatska konstanta, ac 101325 m2/s2
Tablica 6.2: Svojstva aluminija.
Kinemati£ka viskoznost, ν 4.62 · 10−7 m2/s
Po£etna gusto¢a, ρ0 2380 m3
Po£etni tlak, p0 101325 Pa
Kompresibilnost aluminija, ψ 2.568 · 10−8 s2/m2
Temperatura, T 933.47 K
Gusto¢a, ρ 2380 m3
U tablici 6.3 dani su rubni uvjeti na pojedinim granicama. Na ulazu je postavljen
rubni uvjet fixedValue za brzinu koja ima komponentu u z-smjeru £iji je iznos
−0.26 m/s. Na slikama 6.1a i 6.1b je prikazana geometrija kalupa £ije su glavne
dimenzije 0.12 × 0.16 × 0.05 m sa ozna£enim granicama gdje je ishodi²te u centru
diska.
Slika 6.2 prikazuje prora£unsku mreºu. Ona se sastoji od 174227 kontrolnih volu-
mena od £ega je: 102303 tetraedara, 69167 heksaedara, 656 prizmi i 2101 piramida.
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Tablica 6.3: Rubni uvjeti.







Nepropusni zid zeroGradient zeroGradient
fixedValue uniform
(0 0 0)
(a) Izometrijski pogled. (b) Bo£ni pogled.
Slika 6.1: Prikaz geometrije kalupa.
Slika 6.2: Prikaz mreºe.
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Rezultati
Ukoliko se usporede rezultati s [49] vidljive su razlike. Meutim, rezulati po-
kazuju ﬁzikalno korektno pona²anje te se smatra da su numeri£ke postavke to£ne.
Mogu¢i razlog razlika leºi u tome ²to je medij kori²ten u ovom radu £isti teku¢i
aluminij koji se pona²a kao Newtonovski ﬂuid ²to pak pojednostavljuje simulacije.
U [49] je takoer kori²ten posebno namijenjeni program QuikCast [50] za simulaciju
lijevanja u kojem postoji veliki izbor materijala sa svim potrebnim svojstvima za
simulaciju lijevanja. Takoer se simulira hlaenje kalupa ²to uzrokuje pove¢anje
viskoznosti ²to pak usporava strujanje. Vrijeme punjenja kalupa je u ovom radu za
≈ 2 s manje ²to je o£ekivano uzev²i u obzir gore navedene razloge. U ovom radu se
veliki disk po£inje puniti sa suprotne strane dolaska aluminija dok je u [49] obrnut
slu£aj. To se takoer moºe objasniti velikim brzinama punjenja koje su iznosule i
do 1.5 m/s ²to uzrokuje mlaz koji posjeduje veliku koli£inu gibanja. To je relativno
velika brzina budu¢i da su dimenzije vrlo male.
Slike 6.3-6.7 prikazuju punjenje kalupa. Na po£etku se vidi da je dio lijevka
zauzet plavom bojom ²to ozna£ava aluminij. To se radi kako bi se simulacija stabi-
lizirala na samom po£etku. Prvo se puni dio u koji ulazi lijevak. Nakon toga slijedi
punjenje kanala koji ulaze u glavni disk. Na slikama koje prikazuju presjek (0.003 m
u x smjeru) mogu¢e je vidjeti gore spomenuti mlaz koji se javlja na ulazu u disk i
obja²njava za²to se najprije puni suprotni kraj diska. Nakon toga se disk popunjuje
u smjeru kanala koji ulaze u njega.
(a) Volumni udio pri 0 s. (b) Volumni udio na presjeku pri 0 s.
Slika 6.3: Ubrizgavanje pri 0 s.
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(a) Volumni udio nakon 1 s. (b) Volumni udio na presjeku nakon 1 s.
Slika 6.4: Ubrizgavanje nakon 1 s.
(a) Volumni udio nakon 2 s. (b) Volumni udio na presjeku nakon 2 s.
Slika 6.5: Ubrizgavanje nakon 2 s.
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(a) Volumni udio nakon 3 s. (b) Volumni udio na presjeku nakon 3 s.
Slika 6.6: Ubrizgavanje nakon 3 s.
(a) Volumni udio nakon 4 s. (b) Volumni udio na presjeku nakon 4 s.
Slika 6.7: Ubrizgavanje nakon 4 s.
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Na slici 6.8 je vidljiva "razmazanost" pojedinih faza £emu je razlog vrlo gruba
mreºa. Kako bi se to umanjilo potrebno je proﬁnjene mreºe. Budu¢i da su ra£unalni
resursi ograni£eni to nije ostvareno u ovom radu.
(a) Mreºa na lijevoj strani diska. (b) Mreºa na desnoj strani diska.
Slika 6.8: Mreºa u disku.
Slika 6.10 prikazuje promjenu tlaka u to£ki prikazanoj na slici 6.9. Ta to£ka je
odabrana budu¢i da ovdje ostaje zarobljeni zrak koji se komprimira kako punjenje
napreduje. To potvruje i krivulja tlaka. Slika 6.11 prikazuje promjenu temperature
u istoj to£ki. Ona takoer raste ²to je pak posljedica naglog rasta tlaka.
Slika 6.12 prikazuje promjenu mase zraka u vremenu te se gotovo ne mijenja.
Fluktuacije koje nastaju su vjerojatno posljedica zaustavljanja simulacije te njenog
ponovnog uklju£ivanja.
Slika 6.9: To£ka u kojoj su prikazani tlak i temperatura.
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Slika 6.10: Promjena tlaka u odreenoj to£ki.
Slika 6.11: Promjena temperature u odreenoj to£ki.
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Slika 6.12: Promjena mase zraka u vremenu.
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7. Zaklju£ak
Novi numeri£ki pristup za rje²avanje homogenih kompresibilnih vi²efaznih stru-
janja pokazuje vrlo dobru stabilnost i robusnost £ak i kod slu£ajeva s vrlo velikim
omjerima tlakova. Provedene simulacije obuhva¢aju podvodne eksplozije i ubrizga-
vanje teku¢eg metala u kalup.
Slu£ajevi s podvodnom eksplozijom pokazuju vrlo dobra poklapanja s eksperi-
mentima i drugim numeri£kim simulacijama. Pona²anje mjehuri¢a u slu£aju s du-
bokom eksplozijom kvantitativno odstupa od teorijskog rje²enja Rayleigh-Plessetove
jednadºbe no maksimalni radijus (R = 0.4 m) i kvalitativni izgled krivulje (slika 5.7)
vrlo se dobro poklapaju s tim rje²enjem. Nadalje, slike volumnog proﬁla mjehuri¢a
se u odreenim trenucima takoer poklapaju s onima vienim u eksperimentima.
Neslaganja simulacija s teorijskim rje²enjem ne iznenauje budu¢i da ono zanema-
ruje utjecaj nekih ﬁzikalnih veli£ina kao npr. viskoznost. Time, zapravo, rje²enje
Rayleigh-Plesset jednadºbe ne uzima u obzir realno strujanje ﬂuida.
Simulacije eksplozije ispod plo£e daju rezultate koji se vrlo dobro poklapaju s
onima dobivenim u [35]. Mogu¢i uzroci razlika koje se javljaju u volumnom proﬁlu
mjehuri¢a mogu biti druga£ije jednadºbe stanja koje se koriste u [35] te razli£ite
sheme diskretizacije u vremenu. Potrebno je napomenuti da se u simulacijama
javlja fenomen vodenog mlaza koji se takoer javlja u eksperimentima. Vrijednosti
tlakova u podnoºju plo£e pokazuju o£ekivane odnose u zavisnosti od udaljenosti od
osi simetrije pri £emu najve¢u vrijednosti ima onaj koji je najbliºi.
U simulaciji eksplozije ispod slobodne povr²ine pona²anje mjehuri¢a pokazuje
dobro poklapanje s teoretskim razmatranjima. Javlja se "razmazanost" prijelaznog
sloja ²to se moºe pripisati numerici. Mogu¢i razlog leºi u slaboj sprezi jednadºbi.
Nova metoda povezivanja jednadºbi trebala bi rije²iti taj problem.
Simulacije ubrizgavanja teku¢eg metala u kalup dale su rje²enja koja se ne pok-
lapaju s onima u [49] ali imaju ﬁzikalnog smisla. Mogu¢e rje²enje je uvoenje trans-
portnog modela koji moºe simulirati ne-Newtonovske ﬂuide ²to bi omogu¢ilo kori²te-
nje ²ireg spektra materijala. Potrebno je razmotriti mogu¢nost simuliranja hlaenja
kalupa ²to takoer utje£e na brzinu lijevanja budu¢i da pove¢ava viskoznost ﬂuida
i bliºe je stvarnom procesu. Takoer je potrebno napraviti proﬁnjenje mreºe kako
bi se ²to bolje uhvatila granica ﬂuida. Krivulje koje pokazuju promjenu tlaka od-
nosno temeprature ne izgledaju ﬁzikalno budu¢i da u kratkom vremenu poprimaju
vrlo velike iznose. S druge strane, rast tih veli£ina je o£ekivan budu¢i da se zrak
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komprimira kako punjenje napreduje.
U svim slu£ajevima pra¢ena je promjena mase plina. Iako je u ve¢em dijelu
vremena ona o£uvana postoje trenuci gdje oscilira. Naj£e²¢e su to trenuci naglih
promjena tlaka s kojim je indirektno povezana preko jednadºbe stanja.
Neki problemi bi se vjerojatno mogli rije²iti implementacijom energetske tran-
sportne jednadºbe za plin umjesto jednadºbe stanja. Ona se poku²avala rje²avati
u ovom radu, meutim to nije uspjelo. Takoer bi se mogla pobolj²ati stabilnost i
brzina postoje¢eg rje²ava£a implementacijom nove metode povezivanja jednadºbi.
Fakultet strojarstva i brodogradnje 78
Tomislav Gradin²£ak Diplomski rad
Bibliograﬁja
[1] I. Dºijan. Ra£unalna mehanika ﬂuida. unpublished, 2010.
[2] H. Rusche. Computational Fluid Dynamics of Dispersed Two - Phase Flows at
High Phase Fractions. PhD thesis, Imperial College of Science, Technology &
Medicine, London, 2002.
[3] O. Ubbink. Numerical prediction of two ﬂuid systems with sharp interfaces.
PhD thesis, Imperial College of Science, Technology & Medicine, London, 1997.
[4] B.J. Daly. A technique for including surface tension eﬀects in hydrodynamic
calculations. Journal of Computational Physics, 4:97117, 1969.
[5] B.D. Nichols and C.W. Hirt. Calculating three-dimensional free surface ﬂows in
the vicinity of submerged and exposed structures. J. Comput. Phys., 4:234246,
1973.
[6] S. Osher and J.A. Sethian. Fronts propagating with curvature-dependant speed:
algorithms based on hamilton-jacobi formulations. J. Comput. Phys., 79:1249,
1988.
[7] A. Dervieux and F. Thomasset. A ﬁnite element method for the simulation of
a Rayleigh-Taylor instability. -, 1979.
[8] J. Glimm, O. McBryan, R. Menikoﬀ, and Sharp. Front tracking applied to
rayleigh-taylor instability. SIAM J. Sci. Stat. Comput., 7 (1):230251, 1986.
[9] F.H. Harlow and J.E Welch. Numerical calculation of time-dependent viscous
incompressible ﬂow of ﬂuid with free surface. Phys. Fluids, 8 (12):21822189,
1965.
[10] W.F. Noh and P. Woodward. Slic (simple line interface calculations). Lecture
Notes in Physics, 59:330340, 1976.
[11] C.W. Hirt and B.D. Nichols. Volume of ﬂuid (vof) method for the dynamics of
free boundaries. J. Comput. Phys., 39:201225, 1981.
[12] R. Fedkiw, T. Aslam, B. Merriman, and S. Osher. A non-oscillatory eulerian
approach to interfaces in multi-material ﬂows (the ghost ﬂuid method). Journal
of Computational Physics, 152:457, 1999.
Fakultet strojarstva i brodogradnje 79
Tomislav Gradin²£ak Diplomski rad
[13] R. R. Nourgaliev, T. N. Dinh, T. G. Theofanous, and J. M. Koning. Direct
numerical simulation of disperse multiphase high-speed ﬂows. AIAA Aerospace
Sciences Meeting, -:, 2004.
[14] F. K. L. Tan, B. C. Khoo, and J. White. A level set-boundary element method
for the simulation of underwater bubble dynamics. J. Sci. Comput., -:, 2006.
[15] A. Wardlaw. Underwater explosion test cases. Oﬃce of Naval Research, 1998.
[16] P. Colella and K. Pao. A projection method for low speed ﬂows. J. Comput.
Phys., 149 (2):245269, 1999.
[17] F. Xiaoi, R. Akoh, and S. Ii. Uniﬁed formulation for compressible and incom-
pressible ﬂows by using multi-integrated moments ii: Multi-dimensional version
for compressible and incompressible ﬂows. J. Comput. Phys., 213:3156, 2006.
[18] T. Yabe, Y. Ogata, and K. Takizawa. The next generation cip as a conserva-
tive semi-lagrangian solver for solid, liquid, and gas. J. Comput. Appl. Math.,
149:267277, 2002.
[19] T. Yabe and Wang P. Y. Uniﬁed numerical procedure for compressible and
incompressible ﬂow. J. Phys. Soc. Japan, 60:21052108, 1991.
[20] T. Yabe, F. Xiaoi, and T. Utsumi. The constrained interpolation proﬁle method
for multiphase analysis. J. Comput. Phys., 169:556593, 2001.
[21] R. Saurel and R. Abgrall. A multiphase godunov method for compressible
multiﬂuid and multiphase ﬂows. J. Comput. Phys., 150:425467, 1999.
[22] G. Allaire, S. Clerc, and S. Kokh. A ﬁve-equation model for the numerical simu-
lation of interfaces in two-phase ﬂows. C. R. Acad.Sci. - Series I: Mathematics,
331:1017 1022, 2000.
[23] A. Murrone and H. Guillard. A ﬁve-equation model for the simulation of
interfaces between compressible ﬂuids. Journal of Computational Physics,
181:577616, 2005.
[24] A. K. Kapila, R. Menikoﬀ, and J. B. Bdzil. Two-phase modeling of deﬂagration
to detonation transition in granular materials: Reduced equations. Physics of
Fluids, 13 (10):30023024, 2001.
[25] F. Coquel, K. E. Amine, E. Godlewski, B. Perthame, and P. Rascle. A numerical
method using upwind schemes for the resolution of two-phase ﬂows. Journal of
Computational Physics, 136:272288, 1997.
Fakultet strojarstva i brodogradnje 80
Tomislav Gradin²£ak Diplomski rad
[26] A. Bagabir and D. Drikakis. Mach number eﬀects on shock-bubble interaction.
Shock Waves, 11:209218, 2001.
[27] H. Terashima and G. Tryggvason. A front-tracking/ghost-ﬂuid method for
ﬂuid interfaces in compressible ﬂows. Journal of Computational Physics, 288
(11):4012 4037, 2009.
[28] R. K. Shukla, C. Pantano, and J. B. Freund. An interface capturing method
for the simulation of multi-phase compressible ﬂows. Journal of Computational
Physics, 229:7411 7439, 2010.
[29] A. Wardlaw Jr and H. Mair. Spherical solutions of an underwater explosion
bubble. Shock and Vibration, 5 (2):89102, 1998.
[30] J. Brett. Numerical modelling of shock wave and pressure pulse generation by
underwater explosions. -, 1998.
[31] J. Chisum. Simulation of the dynamic behavior of explosion gas bubbles in a
compressible ﬂuid medium. PhD thesis, Naval Postgraduate School, 1996.
[32] S. A. Wilkerson. Boundary Integral Technique for Explosion Bubble Collapse
Analysis. Army Research Laboratory, 1993.
[33] P. Chan, K. Kan, and J. Stuhmiller. A computational study of bubble-structure
interaction. Journal of Fluids Engineering, 122:783, 2000.
[34] A. M. Zhang, X. L. Yao, and X. B. Yu. The dynamics of three-dimensional
underwater explosion bubble. Journal of Sound and Vibration, 311:11961212,
2008.
[35] S. Y. Kadioglu and M. Sussman. Adaptive solution techniques for simulating
underwater explosions and implosions. Journal of Computational Physics, 227
(3):20832104, 2008.
[36] K. Kan, P. Chan, and J. Stuhmiller. Simulation of the collapse of an underwater
explosion bubble under a circular plate. Shock and Vibration, 12 (3):217226,
2005.
[37] S. Popinet and S. Zaleski. Bubble collapse near a solid boundary: a numerical
study of the inﬂuence of viscosity. Journal of Fluid Mechanics, 464 (1):137163,
2002.
Fakultet strojarstva i brodogradnje 81
Tomislav Gradin²£ak Diplomski rad
[38] C. Farhat, A. Rallu, and S. Shankaran. A higher-order generalized ghost ﬂuid
method for the poor for the three-dimensional two-phase ﬂow computation of
underwater implosions. Journal of Computational Physics, 227 (16):76747700,
2008.
[39] C. E. Brennen. Fundamentals of Multiphase Flows. Cambridge University
Press, 2005.
[40] S.T. Miller, H. Jasak, D.A. Boger, E.G. Paterson, and A. Nedungadi. A
pressure-based, compressible, two-phase ﬂow ﬁnite volume method for underwa-
ter explosions. Computers and Fluids, 87:132143, 2013.
[41] J. H. Ferziger and M. Peri¢. Computational Methods for Fluid Dynamics. Sprin-
ger, 1996.
[42] H. Jasak. Error Analysis and Estimation for the Finite Volume Method with
Applications to Fluid Flows. PhD thesis, Imperial College of Science, Techno-
logy & Medicine, London, 1996.
[43] H. K. Versteeg and W. Malalasekera. An Introduction to Computational Fluid
Dynamics. Pearson Education Limited, 2007.
[44] M. C. Cinnamon. Modeling laser-generated cavitation bubbles. Master's thesis,
The Pennsylvania State University, 2012.
[45] C. E. Brennen. Cavitation and Bubble Dynamics. Oxford University Press,
1995.
[46] R. H. Cole. Underwater Explosions. Princeton University Press, 1948.
[47] M. Bachmann, V. Avilov, A. Gumenyuk, and M. Rethmeier. Cfd simulation of
the liquid metal ﬂow in high power laser welding of aluminum with electromag-
netic weld pool support. Fluid mechanics and heat and mass transfer; Recent
researches in mechanics, -:, 2011.
[48] National Physical Laboratory. Tables of physical and chemical constants. http:
//kayelaby.npl.co.uk/general_physics/2_2/2_2_3.html.
[49] D. Br£i¢. Lijevanje dijela od aluminijske legure. Master's thesis, Faculty of
Mechanical Engineering and Naval Architecture, Zagreb, 2013.
[50] ESI Group. Software and services. https://www.esi-group.com/
software-services/virtual-manufacturing/casting.
Fakultet strojarstva i brodogradnje 82
UNIVERSITY OF ZAGREB

















Tomislav Gradin²£ak Extended summary
Contents
List of Figures ii
List of Tables iv
1. Introduction 1
2. Mathematical model 2
2.1. Modiﬁed Navier-Stokes equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
2.1.1. Conservation equations: Conservative form . . . . . . . . . . . 2
2.1.2. Isentropic equation of state for gas phase . . . . . . . . . . . . 3
2.1.3. Isothermal equation of state for liquid phase . . . . . . . . . . 3
2.1.4. Conservation equations: non-conservative form . . . . . . . . . 3
2.2. Volume of Fluid method for interface capturing . . . . . . . . . . . . 4
3. Validation cases 6
3.1. Deep underwater explosion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
3.2. Deep explosion near a plate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
3.3. Underwater explosion near a free surface . . . . . . . . . . . . . . . . 23
4. Liquid metal casting in closed mould 28
Bibliography 37
Faculty of Mechanical Engineering and Naval Architecture i
Tomislav Gradin²£ak Extended summary
List of Figures
3.1 Schematic of an underwater explosion event [4]. . . . . . . . . . . . . 6
3.2 Computational domain. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
3.3 Radius vs time. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
3.4 Radius vs time. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
3.5 Bubble proﬁle: at the inital conditions (left); at the maximum radius
(right). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
3.6 Bubble proﬁle: at the end of the ﬁrst cycle (left); at the beginning of
the second cycle (right). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
3.7 Pressure change in bubble centre. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
3.8 Density change in bubble centre. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
3.9 Velocity change in bubble centre. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
3.10 Gass mass change in time. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
3.11 Schematic of an underwater explosion near a plate [4]. . . . . . . . . . 14
3.12 Computational domain. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
3.13 Pressure ﬁeld after: 0.1 ms (left); 0.2 ms (right) . . . . . . . . . . . . 17
3.14 Pressure ﬁeld after: 0.4 ms (left); 0.6 ms (right) . . . . . . . . . . . . 17
3.15 Pressure ﬁeld after: 0.8 ms (left); 1 ms (right) . . . . . . . . . . . . . 17
3.16 Pressure ﬁeld from [16] after: 0.1 ms (left); 0.4 ms (right) . . . . . . . 18
3.17 Pressure ﬁeld from [16] after: 0.8 ms (left); 1 ms (right) . . . . . . . . 18
3.18 Bubble proﬁle after: 1 ms (left); 4 ms (right) . . . . . . . . . . . . . . 19
3.19 Bubble proﬁle after: 8 ms (left); 15 ms (right) . . . . . . . . . . . . . 19
3.20 Bubble proﬁle after: 18.5 ms (left); 20 ms (right) . . . . . . . . . . . 19
3.21 Bubble proﬁle from [16] after: 1 ms (left); 8 ms (right) . . . . . . . . 20
3.22 Bubble proﬁle from [16] after: 11 ms (left); 12 ms (right) . . . . . . . 20
3.23 Pressure change in bubble centre. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.24 Pressure change under plate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.25 Gas mass change in time. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.26 Computational domain. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.27 Bubble proﬁle and free surface after: 0 s (left); 0.5 s (right) . . . . . . 25
3.28 Bubble proﬁle and free surface after: 0.75 s (left); 1 s (right) . . . . . 25
3.29 Bubble proﬁle and free surface after: 1.25 s (left); 1.5 s (right) . . . . 25
3.30 Bubble proﬁle and free surface after: 1.75 s (left); 2 s (right) . . . . . 26
Faculty of Mechanical Engineering and Naval Architecture ii
Tomislav Gradin²£ak Extended summary
3.31 Pressure change in diﬀerent points. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.32 Gas mass change in time. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
4.1 Mould geometry. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
a Isometric view. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
b Side view. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
4.2 Computational mesh. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
4.3 Casting at 0 s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
a Volume fraction at 0 s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
b Volume fraction on intersection at 0 s. . . . . . . . . . . . . . 30
4.4 Casting at 1 s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
a Volume fraction at 1 s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
b Volume fraction on intersection at 1 s. . . . . . . . . . . . . . 31
4.5 Casting at 2 s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
a Volume fraction at 2 s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
b Volume fraction on intersection at 2 s. . . . . . . . . . . . . . 31
4.6 Casting at 3 s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
a Volume fraction at 3 s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
b Volume fraction on intersection at 3 s. . . . . . . . . . . . . . 32
4.7 Casting at 4 s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
a Volume fraction at 4 s. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
b Volume fraction on intersection at 4 s. . . . . . . . . . . . . . 32
4.8 Computational mesh inside disk. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
a Computational mesh on the left side disk. . . . . . . . . . . . 33
b Computational mesh on the right side disk. . . . . . . . . . . . 33
4.9 Point in which pressure and temperature are shown. . . . . . . . . . . 34
4.10 Pressure change in point. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
4.11 Temperature change in point. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.12 Gas mass change in time. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
Faculty of Mechanical Engineering and Naval Architecture iii
Tomislav Gradin²£ak Extended summary
List of Tables
3.1 Gas properties. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
3.2 Water properties. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
3.3 Simulation parameters. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
3.4 Boundary conditions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
3.5 Boundary conditions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
3.6 Simulation parameters. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
3.7 Boundary conditions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.8 Simulation parameters. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
4.1 Gas properties. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
4.2 Aluminum properties. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
4.3 Boundary conditions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
Faculty of Mechanical Engineering and Naval Architecture iv




u m/s velocity vector
ur m/s velocity vector for transitional area compression
g m/s2 gravitational accelaration
p Pa absolute pressure
p0 Pa reference pressure
pd Pa dynamic pressure
pG0 Pa initital pressure inside the bubble
t s time
V m3 volume
x m spatial vector
T K temperature
c m/s speed of sound




3 initial gas bubble volume






µ Pas dynamic viscosity
µeff Pas eﬀective dynamic viscosity
ν m2/s jinematic viscosity
α - volume fraction
δ - transitional area
σDC Pa deviatoric stress tensor
γ - speciﬁc heat ratio
ψ s2/m2 water compressibility
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Symbol Unit Description
θ ◦ cut out angle
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Abstract
A new numerical approach for compressible ﬂow simulations with free surface is
presented in this thesis. Derivation of modiﬁed Navier-Stokes equations which is im-
plemented in software package OpenFOAM is carried out. Isentropic and isothermal
equations of state are used as a supplementary equations to calculate properties for
each phase. A volume fraction is used to distinguish between the disparate phases.
VOF method is used to capture free surface. Discretization of mathematical model
with ﬁnite volume method is shown. A pressure-based, segregated algorithm is
used to solve for primitive variables (volume fraction, velocity, dynamic pressure).
The segregated algorithm is called PIMPLE and overview of its implementation in
OpenFOAM is given.
Flow simulations with free surface in which the compressibility of one or more
phases needs to be considered presents a challenge for numerical modelling. Un-
derwater explosions surely belong in this category. In this cases, the density ratio
between explosion gases and surrounding liquid is typically O(103), and the pressure
ratio can be just as high. To test solver robustness in presence of large density and
pressure discontinuities validation cases had to be solved and simulation parameters
to be determined. Simulations in this work included deep underwater explosion,
explosion near a plate and explosion near a free surface. The results were compared
with experiments and other numerical simulations. One more example of compress-
ible ﬂow with free surface was simulated:liquid metal casting in closed mould. The
results were compared with those found in literature.
Key words : ﬁnite volume method, multiphase ﬂow, underwater explosions, metal
casting
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1. Introduction
Most of the problems in ﬂuid ﬂows are described by nonlinear partial diﬀerential
equations which don't have analytical solution for problems of engineering interest.
Navier-Stokes equations have limited number of analytical solutions and only for
laminar ﬂows [1]. Turbulent ﬂows cannot be described by analytical solution because
of their stohastic behavior [1]. This reason explains why were experiments used in
the past as a main tool for data gathering. Although very useful, they can give
limited number of informations and can be very expensive.
To overcome above mentioned problems, numerical methods were developed.
With the rapid computer development in past 2 decades, conditions for their imple-
mentation were created. To start the numerical procedure, one must discretise the
computational domain. This produces computational mesh which is used to calcu-
late ﬁeld variables in discrete manner. It is followed by discretisation of thepartial
diﬀerential equations which can be done by various methods (ﬁnite volume method,
ﬁnite element method etc.). The system of algebraic equations is then obtained
which is solved by linear system solvers.
In many diverse industries, including process, aerospace and transport, ﬂows
with two or more phases are common practice and often such ﬂows are the rule
rather than the exception [2]. Also, multiphase ﬂows can be found outside indus-
trial applications and such examples are underwater explosions. Flows with free
surface in which compressibility of one or more phases needs to be consider rep-
resent demanding class of problems. There are also cases where multiphase ﬂows
are unwanted, but are unavoidable. Hence, the analysis and understanding of such
ﬂows are of great importance if the optimal and safe process control and conduction
wanted to be secured.
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2. Mathematical model
2.1. Modiﬁed Navier-Stokes equations
In this work a compressible two-phase approach will be used. The diﬀeren-
tial forms of the equations are rearranged into a form suitable for implementation
within co-located, cell-centered ﬁnite volume method. Such formulation diﬀers from
majority of methods developed for solving compressible multiphase ﬂows [3].
The macro-scale physics of underwater explosions are essentially inviscid with
little to no mixing over suﬃciently short time intervals. This allows the formula-
tion of model equations for homogeneous two-phase ﬂuid: immiscible with no slip
between phases. This reduces the number of conservation equations to single phase.
2.1.1. Conservation equations: Conservative form
Continuity equation for each phase k is:
∂αkρk
∂t
+∇ · (αkρku) = 0, k = {1, 2}, (2.1)
with αk, ρk,u being the volume fraction, density and velocity of phase k, respectively.
Final continuity equation is obtained by summnig over both phases k:
∂ρ
∂t
+∇ · (ρu) = 0, (2.2)
ρ = α1ρ1 + α2ρ2. (2.3)
The volume fractions obey the algebraic relationship:
α1 + α2 = 1. (2.4)
The single momentum equation for the homogeneous mixture model is:
∂ρu
∂t
+∇ · (ρu⊗ u)− (∇u) · ∇µeff − µeff∆u = −∇pd − (∇ρ)g · x, (2.5)
where the dynamic pressure is pd = p− ρg · x and the eﬀective viscosity is volume
averaged as µeff = 4(α1µ1 + α2µ2)/3.
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In this work the changes in gas phase are considered as isentropic. The water is
treated as compressible with isothermal equation of state (constant sound speed).
The equations of state specify the phasic densities as functions of pressure.
2.1.2. Isentropic equation of state for gas phase




= ac = const. , (2.6)
where γ is the ratio of (constant) speciﬁc heats and ac is the isentropic constant.















2.1.3. Isothermal equation of state for liquid phase









where c is the speed of sound. Assuming a constant speed of sound, integration of
(2.8) gives:
ρ− ρ0 = ψ(p− p0), ψ = 1
c2
, (2.9)
with ρ0 and p0 arising as constants of integration representing a reference density
and pressure.
2.1.4. Conservation equations: non-conservative form
Since the equations of state are given in terms of pressure, the pressure ﬁeld
is calculated and ρ1 and ρ2 are obtained algebraically. Momentum equation is
obvious choice to calculate the velocity ﬁeld. Volume fraction for one phase can be
calculated and other can be obtained algebraically. The constraint is that all volume
fractions have values in the interval [0, 1]. Hence, unknown ﬁelds are α1, pd,u and
algebraically obtained ﬁelds are α2, ρ1, ρ2, [3].
Equation (2.5) is solved to obtain the velocity ﬁeld. Equations (2.1) and (2.2)
must be rearranged into a form which is more suitable for numerical procedure.
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To begin, continuity equation for phase k is considered, regarding the phase






+ u · ∇ρk
)




+ u · ∇αk
)
= 0. (2.10)













+ u · ∇p
)
− αk∇ · u. (2.11)
Recall that (2.2) was obtained by summing (2.1) over all phases. Similarly, equation













+ u · ∇p
)
+∇ · u = 0, (2.12)
where p = pd + ρg · x. The ﬁnal form of volume fraction equation (2.11) is derived
by using equation (2.12) in order to replace terms on the right-hand side:
∂α1
∂t





∇ · u, (2.13)
where ρk,p = ∂ρk/∂p. In equation (2.13) the volume fraction values α1 are limited
between 0 i 1. Numerical schemes which satisfy this condition introduce false diﬀu-
sion. It would smear the transitional area δ which must be as thin as possible. In
order to ﬁx this, Weller scheme for the compression is implemented [2]. To achieve
this, an extra term is added on the left-hand side in equation (2.13):
∇ · (urα1(1− α1)),
where ur represents velocity ﬁeld, suitable for transitional area compression. The
extra term allows use of simple interpolation schemes while keeping the values inside
the boundaries with properly chosen velocity ﬁeld ur.
2.2. Volume of Fluid method for interface captur-
ing
The idea of this model is to describe immiscible two-phase ﬂow as single phase
ﬂow. The method is conducted using volume fraction function [4] αk which presents
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unknown scalar ﬁeld. Lower index ”k” depicts single phase and has property:
αk =
{
1 for k-th phase,
0 for other phase.
(2.14)
Function αk is used to give the two phases appropriate physical properties:
ρ = α1ρ1 + (1− α1)ρ2, (2.15)
µ = α1µ1 + (1− α1)µ2. (2.16)






For the purpose of numerical calculations, it is necessary for the volume fraction
function to be continuous and diﬀerentable over the whole domain. There should
not be discontinuity in scalar ﬁeld αk. To solve this problem, the transitional area
is given a small thickness:
αk(x, t) =

1, for point x in ﬁrst phase,
0 < αk < 1, for point x in transitional area δ,
1, for point x in second phase.
(2.18)
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3. Validation cases
Underwater explosions (UNDEX) refer to the detonation of explosive devices
immersed in water. Figure 3.1 shows a schematic representation of a generic un-
derwater explosion. The charge is detonated at some depth d relative to the free
surface, possibly near a solid body. The physics of the explosion are very complex;
they involve rapid chemical changes during the detonation process and they ocurr
on an extremely short timescale.
The hydrodynamical response immediately after the detonation is modeled by
assuming the explosion converts all of the fuel into a high pressure and high den-
sity gas bubble [3]. Any solid particles or other remnants of the explosive device
are ignored. The resulting model is similar to a three-dimensional, spherical shock
problem. The inital conditions are discontinuous at the initial bubble radius at time
t = 0. Due to the large pressure and density jumps in the initital conditions, un-
derwater explosions are mostly inertially dominated eﬀects [3]. In this case, viscous
eﬀects and surface tension play minor role in UNDEX simulations.
Figure 3.1: Schematic of an underwater explosion event [4].
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3.1. Deep underwater explosion
Deep explosion test case is given in [3] where the results are compared with those
in [5]. The initial gas bubble with R0 = 0.0667815 m is centered at the coordinate
origin. The explosion depth of the 0.3 kg TNT charge is 167.64 m. Initial pressure
inside the bubble is pG0 = 1.31 · 108 Pa. In Tables 3.1 and 3.2 the ﬂuids properties
are given.
Table 3.1: Gas properties.
Kinematic viscosity, ν 1.589 · 10−5 m2/s
Gas constant, R 300 J/kgK
Ratio of speciﬁc heats, γ 1.25
Density, ρ; m3 1
Adiabatic constant, ac 138999.59; m
2/s2
Table 3.2: Water properties.
Kinematic viscosity, ν 1 · 10−6 m2/s
Initial density, ρ0 1025 m
3
Initial pressure, p0 1786987.1 Pa
Water compressibility, ψ 4.54 · 10−7 s2/m2
Temperature, T 300 K
Density, ρ 1025 m3
An implicit Euler scheme is used for the time derivatives, while Gaussian schemes
are used for the gradient, convection and diﬀusion terms. There are some slight
diﬀerences in schemes for convection terms; however mostly TVD schemes (e.g.
vanLeer limited) or ﬁrst order upwind schemes were used. The same numerical
schemes are used in all cases.
Table 3.3: Simulation parameters.
Outer correctors number 4
Inner correctors number 2
Underrelaxation factor for pd 0.5
Underrelaxation factor for u 0.7
Max Courant number 10
Computational domain is sphere cut out with angle of θ = 5◦, Figure 3.2. The
domain is created with a maximum radius R = 50 m to reduce shock waves bound-
ary reﬂections. Boundary conditions are listed in Table 3.4 while the simulation
parameters are listed in Table 3.3 .
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Computational mesh is radially symmetric. In the R ∈ (0, 0.55) cells are equally
spaced and gradually increase towards the domain end. Mesh consists of 11275 cells.
Figure 3.2: Computational domain.
Table 3.4: Boundary conditions.
Boundary α1 pd u
Symmetry symmetryPlane symmetryPlane symmetryPlane
Farﬁeld inletOutlet uniform 0 zeroGradient fixedValue (0 0 0)
WedgeA wedge wedge wedge
WedgeB wedge wedge wedge
Results
Figure 3.3 shows bubble radius in time while Figure 3.4 shows bubble radius from
[3]. Simulation results are in good agreement with those in [3] and [5]. Maximum
radii are equal in value but but reached at slightly diﬀerent times. In this work
maximum radius is reached at time t = 0.0075 s while in [3] it is at t = 0.01 s. Also,
the time shift of the end of the ﬁrst cycle can be seen. Here it is slightly after t =
0.015 s while in [3] it is around t = 0.02 s. These diﬀerences could be explained due
to numerical changes introduced to obtain better simulation stability. The results
in both cases diﬀer from analytic solution of Rayleigh-Plesset equation. Possible
reasons for the discrepancy with the Rayleigh-Plesset solution include: isothermal
compressible water instead of incompressible, non-uniform pressure inside of the
bubble, viscous eﬀect etc.
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Figures 3.5-3.6 show bubble proﬁles in the corresponding moment of oscillation.
Bubble changes follow theoretically and experimentally described ones in [5]. While
radius approaches maximum radius, expansion slows down. At this moment in time
bubble stagnants for a while what is followed by accelerated contraction. At the end
of the ﬁrst cycle bubble starts to deform into torodial shape. This proﬁle change
can be observed in experiments (see [6] ).
Figure 3.3: Radius vs time.
Figure 3.4: Radius vs time.
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Figure 3.5: Bubble proﬁle: at the inital conditions (left); at the maximum radius
(right).
Figure 3.6: Bubble proﬁle: at the end of the ﬁrst cycle (left); at the beginning of
the second cycle (right).
Figure 3.7 shows pressure change in bubble centre. For better ﬁgure overview,
initial time step with pressure value 1.31 · 108 Pa is left out. The rapid pressure
decrease can be observed at the beginning of the simulation. After that the pressure
stagnats at certain value (≈ 10 Pa) which is very small. This value is determined
as boundary value in numerical settings which cannot be exceeded. The pressure
value starts to increase as the contraction begins. Pressure reaches values that are
smaller than initial pressure. As the expansion starts, the pressure value decreases.
Figure 3.8 shows density change in bubble centre. Its value also decreases at
the beginning. For a certain period of time it stagnants. This is due to volume
change in expansion process while mass stays the same all the time, Figure 3.10.
The density value starts to grow as the contraction begins.
On the Figure 3.10 gas mass changes in time can be observed. Its value is roughly
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constant all the time but certain ﬂuctuations around mean value (0.003122 kg) can
be observed. Their order of magnitude is around 10−6. Fluctuations at the very
beginning and around ≈ 0.015 s can be explained by the rapid pressure changes.
The mass value decrease appears in the moments of the contraction and vice versa.
Figure 3.7: Pressure change in bubble centre.
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Figure 3.8: Density change in bubble centre.
Figure 3.9: Velocity change in bubble centre.
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Figure 3.10: Gass mass change in time.
Faculty of Mechanical Engineering and Naval Architecture 13
Tomislav Gradin²£ak Extended summary
3.2. Deep explosion near a plate
Figure 3.11 shows shematic representing explosion near a plate with necessary
input data. Results are compared with those in [7].
Figure 3.11: Schematic of an underwater explosion near a plate [4].
The computational domain is wedge geometry with angle of θ = 5◦, Figure
3.12. Fluid properties stay the same as in previous case with exception of the initial
water pressure. At the 98.5 m depth the surrounding pressure is p0 = 1067285 Pa.
Boundary conditions are listed in Table 3.5 and simulation parameters are listed in
Table 3.6.
Table 3.5: Boundary conditions.
Boundary α1 pd u
Wall zeroGradient zeroGradient fixedValue (0 0 0)
Farﬁeld inletOutlet uniform 0 zeroGradient fixedValue (0 0 0)
WedgeA wedge wedge wedge
WedgeB wedge wedge wedge
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Table 3.6: Simulation parameters.
Outer correctors number 4
Inner correctors number 2
Underrelaxation factor for pd −
Underrelaxation factor for u 0.3
Max Courant number 2
Figure 3.12: Computational domain.
Computational mesh is denser in the plate vicinity for better phenomena cap-
turing in explosion aftermath. Cells are equally spaced in this region which extends
1 m from the plate. From there towards the edges of computational domain cells
gradually increase in size. Mesh consists of 73350 cells. Inside the inital bubble
there are 11 cells in x direction and 4 cells in y direction. Immediately under the
plate and next to the axis of simmetry cell length of 3.33 · 10−3 m in y direction and
1.24 · 10−3 m in x direction which gradually increase with aspect ratio 15 towards
the plate end.
Results
Figures 3.13-3.15 show pressure ﬁeld. It can be observed that initial shock wave
approaches the edge of the ﬂat plate. As time goes by, the shock wave reaches the
edge of the plate, then curls around and propagates towards the symmetry axis
while still radiating outwards.
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Figures 3.18-3.20 show bubble proﬁle in the corresponding moment of time. The
bubble radius remains unaﬀected by the propagating shock wave. Bubble shows
behaviour described by the theory in [5]. In the moment t = 18.5 ms bubble jetting
appears which hits the plate. Afterwards, bubble deforms into torodial shape and
propagates from the symmetry axis. Although, there are some diﬀerences in time,
the results show very good agreement with [7]. Figures 3.16-3.17 show pressure ﬁeld
in [7]. Although, ﬁgures are very similar, the shock wave in their case is always a
bit further in radial direction for the same moment. Figures 3.21-3.22 show bubble
proﬁle in [7]. Bubble proﬁles are similar until the moment ≈ 8 ms. In their case
the water jet appears around 12 ms. In [7] the Tait equation of state for water and
JWL equation of state for gas are used. The JWL equation considers the explosion
material and the Tait equation is special equation of state used for liquids to couple
density and pressure. They use adaptive mesh method with two adaptive steps to
resolve for better catching of transient phenomena. Their inital mesh consists of
102400 cells. All of this could be the reason for diﬀerences.
Figures 3.23-3.24 show pressure changes in time. The initial time step is also left
out for the same reasons. Trends are the same as in the previous case. Figure 3.24
shows pressure changes for three diﬀerent locations under the plate. As expected, the
largest pressure values are located on the axis of symmetry, especially at the moment
of water jet impact (≈ 19 ms). The largest pressure value is around 4 · 107 Pa. The
pressure values decrease moving further from the axis. L = 0.889 m depicts the
plate radius. The great pressure values are also visible at the beginning of the
simulation. It colud be due to shock wave preoduced by the explosion.
On the Figure 3.25 the gas mass changes can be observed. Except some ﬂuc-
tuations which are of the magnitude of order 10−3 the mass value is constant all
the time. These ﬂuctuations colud be due to the forced simulation stopping and
starting.
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Figure 3.13: Pressure ﬁeld after: 0.1 ms (left); 0.2 ms (right)
Figure 3.14: Pressure ﬁeld after: 0.4 ms (left); 0.6 ms (right)
Figure 3.15: Pressure ﬁeld after: 0.8 ms (left); 1 ms (right)
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Figure 3.16: Pressure ﬁeld from [16] after: 0.1 ms (left); 0.4 ms (right)
Figure 3.17: Pressure ﬁeld from [16] after: 0.8 ms (left); 1 ms (right)
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Figure 3.18: Bubble proﬁle after: 1 ms (left); 4 ms (right)
Figure 3.19: Bubble proﬁle after: 8 ms (left); 15 ms (right)
Figure 3.20: Bubble proﬁle after: 18.5 ms (left); 20 ms (right)
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Figure 3.21: Bubble proﬁle from [16] after: 1 ms (left); 8 ms (right)
Figure 3.22: Bubble proﬁle from [16] after: 11 ms (left); 12 ms (right)
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Figure 3.23: Pressure change in bubble centre.
Figure 3.24: Pressure change under plate
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Figure 3.25: Gas mass change in time.
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3.3. Underwater explosion near a free surface
A simulation of a 0.3 kg TNT charge at the depth of 6 m is conducted. Initial
radius is R0 = 0.6 m with the initial pressure inside the bubble pG0 = 72.7 · 106 Pa.
Both ﬂuids have the same properties as in the previous test cases. Again, the only
exception is the reference water pressure, p0 = 101325 Pa.
The computational domain is a wedge geometry with an angle of θ = 5◦ as in
case with the plate, Figure 3.26. Boundary conditions are listed in Table 3.7.
Figure 3.26: Computational domain.
Table 3.7: Boundary conditions.
Boundary α1 pd u
Farﬁeld zeroGradient zeroGradient zeroGradient
WedgeA wedge wedge wedge
WedgeB wedge wedge wedge
Table 3.8: Simulation parameters.
Outer correctors number 4
Inner correctors number 2
Underrelaxation factor for pd −
Underrelaxation factor for u 0.7
Max Courant number 6
Computational mesh is denser near a free surface. Around symmetry axis and
freesurface cells are equally spaced but from there towards the domain edges they
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gradually increase in size. Mesh consists of 129360 cells. Inside the initial bubble
there are 11 cells in both directions. Cells dimensions under and above the surface
are 0.053 m long in both directions.
Results
Figures 3.27-3.30 show bubble proﬁle in the corresponding moment of time.
Bubble and atmosphere are depicted with red color. The smearing of transitional
area can be seen, especially after 0.25 s. It appears as soon as buoyancy starts
to act and the lower parts of bubble start to lift. This is the obvious example
of numerical diﬀusion. The possible reason lies in fact that the numerical scheme
used for convection term in equation (2.13) is vanLeer01. Since this is the TVD
scheme which is a combination of ﬁrst and second order interpolation schemes,
there is possibility that in this region ﬁrst order scheme prevails and introduces
the numerical diﬀusion. After the maximum radius is reached, free surface stays
unbroken. However, the upward momentum of the ﬂuid above the explosion will
continue to carry ﬂuid particles vertically. It is followed by the bubble contraction
into toroidal shape, Figure 3.28 (left). Green area can be seen which is again,
a consequence of numerical error. After the second bubble expansion, the water
surface rises and surrounds the middle. At the about 1.5 s, the bubble is scattered
into smaller parts. Every small bubble then contracts and expand for the third time.
After the last expansion the "crowning" eﬀect of the free surface can be seen. The
number of expansions and the eﬀects seen on the free surface are in good agreement
with theoretical considerations.
Figure 3.31 shows pressure changes at two diﬀerent locations. One si the bubble
center (black color) and the other one is at the croos-section of the free surface and
the axis of symmetry (red color). As expected, the largest pressure values are in the
bubble centre. The peaks are showing in the moments of contraction. Figures 3.28
(left) and 3.29 (right) show the moments of contraction.
Figure 3.32 shows gas mass changes. Big mass value is due to atmosphere above
the free surface. The ﬂuctuations which are less then 0.005 % can be seen. As in the
ﬁrst case, sudden decrease in mass value occurs at the moment of the rapid pressure
decrease.
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Figure 3.27: Bubble proﬁle and free surface after: 0 s (left); 0.5 s (right)
Figure 3.28: Bubble proﬁle and free surface after: 0.75 s (left); 1 s (right)
Figure 3.29: Bubble proﬁle and free surface after: 1.25 s (left); 1.5 s (right)
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Figure 3.30: Bubble proﬁle and free surface after: 1.75 s (left); 2 s (right)
Figure 3.31: Pressure change in diﬀerent points.
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Figure 3.32: Gas mass change in time.
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4. Liquid metal casting in closed mould
Liquid metal casting into a closed mould at high speed rates belongs to the class
of ﬂuid ﬂows with free surface. Aluminum is chosen as a liquid ﬂuid for simulations.
The geometry is taken from [8]. Fluid properties are listed in Tables 4.1 and 4.2.
Table 4.1: Gas properties.
Kinematic viscosity, ν 1.589 · 10−5
Gas constant, R 300
Ratio of speciﬁc heats, γ 1.3
Density, ρ 1
Adiabatc constant, ac 101325
Table 4.2: Aluminum properties.
Kinematic viscosity, ν 4.62 · 10−7
Initial density, ρ0 2380
Initial pressure, p0 101325
Aluminum compressibility, ψ 2.568 · 10−8
Temperature, T 933.47
Density, ρ 2380
Boundary conditions are listed in Table 4.3. Figures 4.1a and 4.1b show mould
geometry with main dimensions 0.12 × 0.16 × 0.05 m.
Table 4.3: Boundary conditions.










Figure 4.2 represents computational mesh which consists of 174227 cells with
102303 tetrahedral, 69167 hexahedral, 656 prismatic and 2101 pyramid elements.
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(a) Isometric view. (b) Side view.
Figure 4.1: Mould geometry.
Figure 4.2: Computational mesh.
Results
If the results were to compare with those in [8], evident diferences can be
seen. However, the results show physical behavior and numerical settings cannot
be blamed. One of the possible reasons is the use of pure liquid aluminum that
behaves as a Newtonian ﬂuid. Also, in [8] special software for casting simulations
QuickCast [9] is used. It contains a wide material list with all necessary properties
for casting simulation. In it mould cooling is also simulated which increases ﬂuid
viscosity and slows down the ﬂow. Filling time in this work is ≈ 2 s less what
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is expected considering above mentioned reasons. Also, the big disk ﬁlling begins
from the opposite side than in [8]. It can be explained with the high ﬁlling velocities
which achieved 1.5 m/s that cause high momentum jet.
Figures 4.3-4.7 show the mould ﬁlling. At the very beginning a small fraction of
a funnel is occupied with aluminum. It stabilizes the beginning of the simulation.
The part in which the funnel penetrates is ﬁlled ﬁrst, then the small channels that
enter the big disk. On ﬁgures that show intersection (0.003 m in x direction) a jet
at the big disk inlet can be seen. This explaines the fact that the big disk starts to
ﬁll from the further side. Afterwards, the disk is ﬁlled towards the ﬂuid inlet.
(a) Volume fraction at 0 s.
(b) Volume fraction on intersection at 0
s.
Figure 4.3: Casting at 0 s.
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(a) Volume fraction at 1 s.
(b) Volume fraction on intersection at 1
s.
Figure 4.4: Casting at 1 s.
(a) Volume fraction at 2 s.
(b) Volume fraction on intersection at 2
s.
Figure 4.5: Casting at 2 s.
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(a) Volume fraction at 3 s.
(b) Volume fraction on intersection at 3
s.
Figure 4.6: Casting at 3 s.
(a) Volume fraction at 4 s.
(b) Volume fraction on intersection at 4
s.
Figure 4.7: Casting at 4 s.
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Figure 4.8 shows a smearing of the transitional area. The main reason is very
coarse mesh. To reduce the smearing, mesh reﬁnement is neccesary. Due to lack of
computational resources that was not considered in this work.
(a) Computational mesh on the left side
disk.
(b) Computational mesh on the right
side disk.
Figure 4.8: Computational mesh inside disk.
Figure 4.10 shows pressure changes in point depicted on Figure 4.9. This point is
chosen since compressed air is trapped here as the ﬁlling progress. This is conﬁrmed
by the pressure curve. Figure 4.11 shows temperature which also increases at this
point which is the result of increasing pressure.
Figure 4.12 shows the gas mass changes in time which almost never change.
Fluctuations are probably the result of the forced simulation stopping and starting.
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Figure 4.9: Point in which pressure and temperature are shown.
Figure 4.10: Pressure change in point.
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Figure 4.11: Temperature change in point.
Figure 4.12: Gas mass change in time.
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Conclusions
Novel numerical approach for homogeneous multiphase compressible ﬂow sim-
ulations shows stable and good behavior. even in cases with high pressure ratios.
Conducted simulations include underwater explosions and liquid metal casting.
Cases with underwater explosions show very good agreement with experiments
and other numerical simulations. Bubble behavior in case with UNDEX deviates
from theoretical solutions of Rayleigh-Plesset equation but the maximum radius
(R = 0.4 m) and the qualitative radius over time (Figure 3.3) show good agreement.
Bubble proﬁles are also in good agreement with experiments. Disagreement with
theoretical solution is not surprising considering that physical properties like ﬂuid
viscosity etc., are ignored in Rayleigh-Plesset equation. Actually, Rayleigh-Plesset
equation doesnt consider real ﬂuid ﬂow.
Simulation results of the explosion under a plate are in good agreement with [7].
Possible reasons of diﬀerences are other equations of state and time discretization
schemes used in [7]. Also, bubble jetting appears in simulations what is observed in
experiments. Pressure values at diﬀerent locations under the plate show expected
behavior with the largest lying on the axis of symmetry.
In the simulations of the explosion near the free surface bubble behavior shows
good agreement with theoretical considerations. Smearing of the transitional area
is evident and could be improved. Weak coupling beetwen primitive variables could
be a possible reason for this. New method for coupling equations should resolve
this.
Simulations of liquid metal casting give results which are not in good agreement
with [8]. However, they have physical sense. This discrepancies could be resolved
by inclusion of the transport models for broader list of materials. The cooling of
the mould should be taken into a consideration because it increases ﬂuid viscosity.
The mesh reﬁnement would also improve the results.
Gass mass conservation in every case is monitored. It is conserved in most of the
simulation time with some ﬂuctuations appearing. These are probably the result of
the rapid pressure changes.
Some problems could be solved by the implementation of the energy transport
equation instead of the equation of state for gas. This was attempted but was
not successful. Stability and speed of the solver colud be also improved by the
implementation of the new method for coupling equations.
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